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Priklad 1

Zadani: Uvazujte homogenni komoly kuzel o vySce h a polomérech podstav r; a ry, viz ob-
razek.

Vypocitejte polohu hmotného stfedu, pokud pro poloméry podstav plati ro = 2r;.
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Prvni zptisob reSeni:

Polohovy vektor 7 hmotného stfedu homogenniho télesa o objemu V' je obecné dan predpi-
sem:

1

(1)
Urcity integral (1) lze nejsnadnéji poéitat pomoci cylindrickych soufadnic r, ¢, z
T = Trcose
Y rsin
z = z
dV = rdrdedz
Integracni meze pro proménné r, ¢, z jsou nasledujici:
r € [r,2R],
v € 10,2n],
z € [0,h].
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Horni mez 7’ pro proménnou r zavisi na vysce z, viz obrazek (b), podle linearniho vztahu:

z = k-7"+q¢q
% = k-0+qg=q=2h
0 = k-2R+q=k= —2h
- 17T TR
h
z = —Er’+2h
ro= —%z+2R.

Objem komolého kuzelu je obecné roven:

1
V= gﬂ(rf + 1179 +13)h,
coz v naSem piipadé ry = R a ry = 2R dava:
7
V= gszh.

Nyni uz muzeme dosadit do rovnice (1) a vypocitat souradnice hmotného stiedu. Sou-
radnice xp a yr jsou nulové ze diky symetrii komolého kuzelu. Je nutné tedy spocitat pouze

soufadnici z7.
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Druhy zpisob reSeni:

Zadany komoly kuzel vznikne odec¢tenim malého kuzelu o vysSce h a poloméru podstavy R od
velkého kuzelu o vySce 2h a poloméru podstavy 2R, viz obrazek (a). Necht je z-ova poloha
hmotného stfedu velkého kuzelu z7; a z-ova poloha hmotného stfedu malého kuzelu zps.
Ozna¢me objem velkého kuzelu V; a objem malého kuzelu V5. Potom pro z-ovou souradnici
hmotného stfedu komolého kuzelu plati:

Vier: — Vazro
= 2
27 V1, (2)

Zbyva dopocitat polohu hmotného stredu homogenniho kuzelu o poloméru podstavy R
a vysce h. V obrazku (b) plati R = 2R a h = 2h. K vypoétu opét vyuzijeme cylindrické
soutadnice a nasledujici meze:

r € [0,7"],
p € [0,2],
z € [0,h].
Horni mez r” pro proménnou r zavisi opét na vysce z, podle linearniho vztahu:
z = k-"+q
h = k-0+q=q=h
_ h
0 = k-R+q=k=—=
K R

h _
z = —=r"+h

Objem kuzelu je obecné roven:



Pocitejme tedy z-ovou polohu hmotného stredu kuzelu.
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Pro polohy zr a zp9 tedy plati:

Objemy V; a V5 jsow:
Vi

Va

R2h | h? 4 2 |,
3 (h*  2h’ +h_2
h\4 3 2
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—h
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1 1
Zry = ZQh:—h,
1 5
= h+--h=>h.
T2 1 1

1 1
= §7r(2R2)(2h) = 8§7rR2h,

1
== §7TR2h.

Dosadme do rovnice (2) a dopocitejme z7.

LrR?h (8- 3h —1-2h)

T TrR?h(3 — 1)
4 -2
Zr = 7 4h
11
= —h
TOT98

Obéma zpiisoby jsme tedy dostali polohu hmotného stfedu komolého kuzelu jako 7 = (0
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Priklad 2

Zadani: Dievénou ki¢u s momentem setrvacnosti J = 107* kg m? roztoéime pomoci pro-
vazku nasledovné. Provazek o délce s = 1 m namotdme na valecek o poloméru R = 5 mm
a tdhneme za néj silou F' = 2 N, dokud se cely provazek neodmoté.

(a) S jakym thlovym zrychlenim se bude kaca roztacet?

(b) Jak dlouho bude trvat, nez se cely provazek odmota?

(c) Vypocitejte, s jakou uhlovou frekvenci se kaca bude tocit.

Reseni: (a) Pro pohyb kaci plati 2. impulzové véta:

M = Jz (1)

Kolma vzdélenost sily F od osy otaceni je R, vztah (1) tedy muzeme piepsat do skalarniho
tvaru a vypocitat velikost thlového zrychleni ¢.

FR = Je
FR
- 2
c = 5 )

e = 100 rad s~ ?

(b) Provazek se odmotava se zrychlenim a. Mezi zrychlenim provazku a uhlovym zrych-
lenim kaci plati jednoduchy vztah a = ¢ R. Draha s rovnomérné zrychleného pohybu je dana



znamym vztahem s = %at2, odkud lze jiz snadno vyjadiit dobu t, po kterou se provazek
odmotava.

1

= Zat?

S 2a
2s
t o= /=
a
. 2s
N eR

Dosadime-li si do posledniho vztahu vyraz (2) pro €, dostavame:

N
eR’
;o 2sJ
FR?’
t = 2s.

(¢) Kone¢nou thlovou rychlost ka¢i w muzeme vypocitat ze znalosti ahlového zrychleni e
a Casu t.

w = €t
FR |2sJ
w = —/ =
J FR?
2F's
w = —_—

J
w = 200rads!

Stejného vysledku dosahneme pomoci rovnosti energii, kdy prace, kterou vykona sila F', je
rovna rotacni kinetické energii kaci.

W = E.
1
Fs = §Jw2

2F's
w = \/—
J

w = 200rads”!



Priklad 3

Zadani: Pozorovatel stoji ve vytahu na osobni vaze. Je-li vytah v klidu, ukazuje vaha hmot-
nost 77 kg. Béhem rozjezdu vytahu vzhiru ukazuje vaha po dobu 6 s hmotnost 82 kg, poté
ukazuje po dobu 40 s opét hmotnost 77 kg a nakonec pfi brzdéni vytahu po dobu 7.5 s ukazuje
hmotnost 73 kg.

Vypocitejte délku drahy, kterou urazil vytah.

Pozn.: Poéitejte s konstantnim tihovym zrychlenim g = 9.81 m s—2.

Reseni: Oznacéme si postupné veliciny mg = 77 kg (skuteéna hmotnost pozorovatele), m; =
82 kg, mo = 77 kg, m3 = 73 kg, t1 =6 s, to = 40 s, t3 = 7.5 s. Pii rozjezdu kabiny nahoru
se zrychlenim a; si pripada pozorovatel tézsi o 5 kg. Poté se kabina pohybuje rovnomérnym
pohybem a tiha pozorovatele je stejné jako v klidu. Nakonec pri brzdéni kabiny se zrychlenim
ag si pripadé pozorovatel lehé¢i o 4 kg. Celkova draha s, kterou kabina vytahu urazi je rovna
souctu drah, které urazi pfi rovnomérné zrychleném pohybu (s;), pfi rovnomérném pohybu
(s2) a pfi rovnomérné zpomaleném pohybu (s3).

§$ =81+ 83+ S3

Pro rovnomérné zrychleny pohyb s nulovou poc¢atecni rychlosti si miizeme vypocitat drahu
s1 a konecnou rychlost v.

S1 = —altl
v = aily
Draha rovnomérného pohybu sy je rovna:

Sg = Uito,

S9 = a1t1t2.

Pro rovnomérné zpomaleny pohyb s pocatecni rychlosti v; si mizeme vypocitat drahu ss.

1

S3 = U1t3 — §a3t§
1 2
S3 = a1t1t3 - —a3t3
2
Celkova dréha s je tedy rovna:
1 2 1 2
s = §a1t1 + (thth + a1t1t3 — §a3t3
1
s = arti(ty +ta +t3) — =(art] + ast})

2

Nyni zbyva dopocitat zrychleni a; a aq. Piirozjezdu kabiny plisobi na pozorovatele smérem
dolua tihova sila Fg = mgg a setrvacna sila Fy = moay (proti sméru zrychleni a;). Vysledna



sila F}, kterou tla¢i pozorovatel na vahu, méa stejnou velikost, jako tiha télesa o hmotnosti

M v

my. Stejné velkou silou pusobi i vaha na pozorovatele, ktery si pripada tézsi. Plati:

Fy = Fg+Fg

Fi = myg
Fe = moyg
Fa = ma
gy = T,
mo

P1i brzdéni kabiny ptsobi na pozorovatele smérem dolt tithova sila Fiz = mgg a smérem
nahoru setrvacna sila Fy3 = moas (proti sméru zrychleni az). Vysledna sila F3, kterou tlaci
pozorovatel na vahu, ma stejnou velikost, jako tiha télesa o hmotnosti ms. Stejné velkou silou
pusobi i vaha na pozorovatele, ktery si pripada lehci. Plati:

Fy = Fg—Fg

F3 = mag
Fe = moyg
Fg = mpas
N el
myo

Dosadme hodnoty zrychleni a; a az do vztahu pro celkovou drdhu s a dopocitejme.
1 2 2
S = altl(tl + t2 + tg) - §(a1t1 + a3t3)

miy—m 1 /mi—m mo — M
s = g 1—0t1(t1+t2+t3)—§( 1m 042 4 Om 3t§>}
0 0

myo
s = 1787 m

Poznamenejme, ze parametry ai, ag, t; a t3 nejsou nezavislé, ale jsou svizané podminkou,
konec¢né rychlost rovnomérné zpomaleného pohybu kabiny je nulova, neboli:

a1t1 = (l3t3.
S vyuzitim tohoto vztahu lze vysledek upravit do jiného tvaru:

mi; — Mo 1 m
5 = gh—m t1+t2+t3—§t1—m -
0 0 — M3

s = 178.7 m.

1 — My



Priklad 4

Zadani: Kvadr o puvodnich rozmérech ag, by, ¢y deformujeme jednoosym tahovym napétim
o podle obrazku. Jakd musi byt hodnota Poissonovy konstanty aby zména hustoty kvadru
byla nulova?

Pozn.: UvaZzujte pouze malé deformace, tzn. slozky tenzoru deformaci jsou velmi malé: £;; << 1 a
tedy kvadratické a vySsi ¢leny v proménnych €;; je mozné zanedbat.

Reseni: Hookiv zakon pro izotropni materialy méa tvar:

€ij = E [(1 + V)Uij - V(Ull+022+033)6ij] )

kde symbol §;; se nazyva Kroneckerovo delta a reprezentuje prvky jednotkové matice. Jedinou
nenulovou slozku tenzoru napéti o7 oznac¢me jako o. Tenzor deformace mé 3 nenulové slozky
€11, €22 A €33!

o
€11 = E’
Vo
€ = _E:_Vglla
Vo
€33 = _E:_Vgll-

Diagonalni slozky tenzoru deformace vyjadiuji relativni prodlouzeni v x-ovém resp. y-
ovém resp. z-ovém smeéru, neboli:

a — Qg
€11 =
Qo
b— by
€22 =
bo
C— Cp
€33 = )
Co

kde ag, by, ¢y jsou puvodni rozméry kvadru, zatimco a, b ¢ jsou rozméry kvadru po deformaci.



Spojenim rovnic vysSe dostavame pro nové rozméry kvadru:

(1 + 511)(1,0
b = (1 — V811)bg
c = (1 — V€11)Co.

Zménu objemu kvadru AV vyjadiime jako rozdil nového objemu V' = abc a objemu ptvod-
niho Vy = agbpcy. Pro nulovou zménu objemu dostavame podminku:

= AV

- V-1

abc — agbgyco

= agboco [(1 4 e11)(1 — ven)® — 1]
= en(l—2v)+e},(v? — 2v) + 123

o o o o o
I

Nyni vyuzijme znalosti, Ze Hooktiv zakon plati pro relativné malé deformace, £1; << 1. Proto
muzeme kvadratické a vyssi ¢leny v proménné £, zanedbat. Posledni rovnice se nam tedy
zjednodusi na:

0 = 611(1 — 21/)

0 = 1—2v
1

v o= —.
2

Nulova zména objemu pii deformaci tedy nastava pro materialy s hodnotou Poissonova ¢isla
rovnou 0.5.
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