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Priklad 1

Zadani: Potrubi o poloméru r; se zuzuje az na polomér ry. Tlak v obou ¢astech potrubi je
méfen manometrickymi trubicemi. Rozdil ve vySce hladin v trubicich je Ah.
Vyjadiete objemovy priitok () prochazejici trubici.

Reseni: Objemovy pritok miZeme vyjadFit napiiklad jako
Q = Sivr. (1)

Musime tedy vypocitat rychlost v;. To udélame pomoci rovnice kontinuity a Bernoulliho
rovnice zapsané pro proudnici prochéazejici stfedem trubice mezi body lezicimi pod manome-
trickymi trubicemi.

Bernoulliho rovnice ma v nasem ptipadé tvar

L L
§Pv1 +p1 = §PUQ + p2,

protoze se oba body nachazeji ve stejné vysce nad hladinou nulové potencialni tihové energie,
a proto je ¢len hpg na obou stranach rovnice stejny, a tedy se odecte. Tlaky p; a ps si mizeme
vyjadrit pomoci vySek hy a ho, do kterych vystoupila hladina v manometrickych trubicich:

p1 = hipyg, p2 = hapyg,
dohromady tedy

1 1
Epvf + hipg = épvg + hapg.

Po pouziti rovnice kontinuity ve tvaru



Sivp = Sav,

dostavame

%pvf +hipg = %pvg + hapg
%pvf - %pvi = hapg — hipg
V2 —v5 =2(hg —h1)g = —2(hy — hy)g = —2Ahg
v? — (5531)2 = —2Ahg
[1 - (%)2] v? = —2Ahg
Sgs;gs%vf = —2Ahg
S%S;gsgvf = 2Ahg

s 2Ahg
v = = .
1 "\ st - 53

Je tfeba si jen uvédomit, ze v zZené ¢asti trubice bude tlak mensi nez v nezizené, a proto
hy < hy, Eli Ah = hy — ho. Po dosazeni do vztahu pro objemovy pritok (1) a dosazeni za
obsahy priifezi potrubi S; = 7r? a Sy = 713 vychazi

2Ahg 7 5 5 [ 2Ahg 5 o | 2Ahg
1 1= e\ a2 =TT\ g
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Priklad 2

Zadani: Vypocitejte polohu hmotného stfedu homogenniho pulkuzelu o hmotnosti M, polo-
méru podstavy R a vySce h, viz obréazek (a).

(@)

X

Reseni: Polohovy vektor 7 hmotného stfedu homogenniho télesa o objemu V je obecné dan

predpisem:
1
Ty = — /V rdV. (1)

Ur¢ity integral (1) lze nejsnadnéji pocitat pomoci cylindrickych soufadnic r, ¢, z.

= rcosy

= rsing

ISTENSI.

= Z

dV = rdrdpdz

Integracni meze pro proménné r, ¢, z jsou nasledujici:



Horni mez 7’ pro proménnou r zavisi na vysce z, viz obrazek (b), podle linearniho vztahu:

= k-7
h
h = kR k=—
~PT R

SHE=vE=vi =y

Objem pulkuzelu je roven poloviné objemu celého kuzelu, tedy:

11 1,
_ — . — h = — h
V 5 37TR 67TR

Nyni uz muzeme dosadit do rovnice (1) a vypocitat souradnice zr, yr a zz hmotného
stiedu.

1
Ty = V/dev
1 h T %z
— drdepd
xr %WRQh/O /o/o rcos r dr dy dz

6 h %z
Ty = m[sinap]g/o/o r? dr dz

R
h

6 0 /h/ Zr2d7“dz
T — . .
4 TR?h o Jo

ZL’T:O

)
yr = 1> y dV
Vv
1 h b %z
yr = 17TR2h/ // rsin pr dr de dz
5 o Jo Jo
6 h %z )
= — |- o drd
yr 7TR2h[ cosw]O/O/O r*dr dz
6 h %z )
I = TR /0/0 rares
12 holys =
yr = / {—] dz
TR?h Jo |3 ],
4 R3 h
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Poloha hmotného stiedu homogenniho pulkuzelu je 7 = (0,

2 sav
v,

1 h s %z
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Priklad 3

Zadani: Dvojhvézda je tvofena hvézdami o hmotnostech my, mo a polomérech ry, ry. Vzdé-
lenost stiedi hvézd je R. Obé hvézdy uvazujeme jako homogenni koule.

Vypocitejte moment setrvacnosti dvojhvézdy vzhledem k ose o, kterd prochéazi spole¢nym
hmotnym stiedem dvojhvézdy a je (vzdy) kolmé na spojnici stiedi hvézd.

Pozn. 1.: Moment setrvacnosti homogenn{ koule o hmotnosti M a poloméru R vzhledem k ose pro-
chéazejici stiedem koule je %M R2.
Pozn. 2.: Rotaci hvézd kolem vlastni osy neuvazujte.

04 Ot 0,

>

R, R,

Regeni: Momenty setrvaénosti I; a I» prvni a druhé hvézdy vzhledem jejich vlastnim osam
01 a 09, jSOU rovny:

2

L, = gmlrf,
2

L, = gmgrg

S vyuzitim Steinerovy véty muazeme ur¢it momenty setrvacnosti I; a I, vzhledem k ose or
prochazeji hmotnym stfedem dvojhvézdy:

2

I{ = Il + mlRf = gmﬂ”% + mlRf,
2

Ié = IQ + mzRg = 5m27“% + mzRg

Zbyva urcit vzdalenosti R a Ry stiedli hvézd od hmotného stiedu dvojhvézdy. Zvolme
si soustavu soufadnic s poc¢atkem ve stfedu prvni hvézdy a s osou z orientovanou ve sméru



spojnice obou hvézd. z-ova soutfadnice hmotného stiedu je potom rovna:

m1Tr1 + MaXr2

rr =
my + mo
Om1 + RTTLQ
Ty = —0
mi + mo
mg
rr = —
r ma + mo
Pro vzdalenosti R; a Ry poté plati:
me
R = 2r=—R
! r mq + mo
m
Ry, = R—ap=——"—R.
mi + mo

Vysledny moment setrvacnosti I dvojhvézdy je roven sou¢tu momentu setrvac¢nosti [
a .

I = II+1

2 2
I = Zmr? +mR3+ gmgrg + myR3

D
2 2 m1m2 + m2m2
I = Zmpr2s 2 2 2 1
5 177 5m2r2 + (11 + )2
2 2 mime
] - = 2 = 2 s
I R ———



Priklad 4

Zadani: M¢jme dvé kulicky o stejné hmotnosti m pfipevnéné k pruzindm o tuhostech k; a
ko tak, jak ukazuje obréazek.
Urcete vlastni frekvence kmiti této soustavy.

kq ky kq

Reseni: Pokud ozna¢ime polohu prvni kulicky z; a polohu druhé kulicky z,, mizeme sestavit
pohybové rovnice pro kulicky ve tvaru

d?z
dt21 = —kll’l — ]{52(1’1 — ZL’2>
d?z
dt22 = —kll’g — ]{72(1’2 — $1>.

Tuto soustavu dvou diferencidlnich rovnic miZzeme fesit vice zpisoby, zde uvadime dva:
Metoda 1:
Do diferenciélnich rovnic dosadime ansatz v nésledujicim tvaru:

T = Xleth, To = Xgei“t.
Poté bude ziejmé platit
d%x, , d?a, :
i — _WQXlezwt7 T _ —WQXgezwt.

Po dosazeni do ptivodnich diferencialni rovnic, zkraceni nenulového ¢lenu ! a tipravé vychazi
soustava obyc¢ejnych rovnic s proménnymi X; a X, ve tvaru

k k

szl — —1X1 — —2(X1 — XQ) =0
m m
ky ko

w2X2 — —XQ — —(XQ — Xl) = 0.
m m

Po piepisu do maticové podoby mizeme psat



¢ili

_m o2 472
m m m
Odsud vyjadiime jiz hledané frekvence:
[ k1
w = —
m
ki 2k
Wy = — 4+ —.
m m

Metoda 2:
Druhou moznosti je pohybové rovnice od sebe nejprve secist a poté je odecist:

d?(z; + o
d(zy —
m% = (—kl — 2]{?2)(.131 — .Z'Q).

Pokud si nyni zavedeme nové proménné q; = x1 + T2 a qo = T1 — X9, ziskdvame

oL
d*q
My T (k1 — 2k2)qo,

coz jsou znamé diferencidlni rovnice pro harmonické kmity s frekvencemi

[k
w = —
m

ﬁ+2k2

m  m



