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P°íklad 1

Zadání: Potrubí o polom¥ru r1 se zuºuje aº na polom¥r r2. Tlak v obou £ástech potrubí je
m¥°en manometrickými trubicemi. Rozdíl ve vý²ce hladin v trubicích je ∆h.
Vyjád°ete objemový pr·tok Q procházející trubicí.

�e²ení: Objemový pr·tok m·ºeme vyjád°it nap°íklad jako

Q = S1v1. (1)

Musíme tedy vypo£ítat rychlost v1. To ud¥láme pomocí rovnice kontinuity a Bernoulliho
rovnice zapsané pro proudnici procházející st°edem trubice mezi body leºícími pod manome-
trickými trubicemi.
Bernoulliho rovnice má v na²em p°ípad¥ tvar

1

2
ρv21 + p1 =

1

2
ρv22 + p2,

protoºe se oba body nacházejí ve stejné vý²ce nad hladinou nulové potenciální tíhové energie,
a proto je £len hρg na obou stranách rovnice stejný, a tedy se ode£te. Tlaky p1 a p2 si m·ºeme
vyjád°it pomocí vý²ek h1 a h2, do kterých vystoupila hladina v manometrických trubicích:

p1 = h1ρg, p2 = h2ρg,

dohromady tedy

1

2
ρv21 + h1ρg =

1

2
ρv22 + h2ρg.

Po pouºití rovnice kontinuity ve tvaru
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S1v1 = S2v2

dostáváme

1

2
ρv21 + h1ρg =

1

2
ρv22 + h2ρg

1

2
ρv21 −

1

2
ρv22 = h2ρg − h1ρg

v21 − v22 = 2(h2 − h1)g = −2(h1 − h2)g = −2∆hg

v21 −
(
S1v1
S2

)2

= −2∆hg[
1−

(
S1

S2

)2
]
v21 = −2∆hg

S2
2 − S2

1

S2
2

v21 = −2∆hg

S2
1 − S2

2

S2
2

v21 = 2∆hg

v1 = = S2

√
2∆hg

S2
1 − S2

2

.

Je t°eba si jen uv¥domit, ºe v zúºené £ásti trubice bude tlak men²í neº v nezúºené, a proto
h2 < h1, £ili ∆h = h1 − h2. Po dosazení do vztahu pro objemový pr·tok (1) a dosazení za
obsahy pr·°ez· potrubí S1 = πr21 a S2 = πr22 vychází

Q = S1v1 = S1S2

√
2∆hg

S2
1 − S2

2

= π2r21r
2
2

√
2∆hg

π2r41 − π2r42
=
π2

π
r21r

2
2

√
2∆hg

r41 − r42
= πr21r

2
2

√
2∆hg

r41 − r42
.
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P°íklad 2

Zadání: Vypo£ítejte polohu hmotného st°edu homogenního p·lkuºelu o hmotnosti M , polo-
m¥ru podstavy R a vý²ce h, viz obrázek (a).

�e²ení: Polohový vektor ~rT hmotného st°edu homogenního t¥lesa o objemu V je obecn¥ dán
p°edpisem:

~rT =
1

V

∫
V

~r dV. (1)

Ur£itý integrál (1) lze nejsnadn¥ji po£ítat pomocí cylindrických sou°adnic r, ϕ, z.

x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

dV = r dr dϕ dz

Integra£ní meze pro prom¥nné r, ϕ, z jsou následující:

r ∈ [0, r′],

ϕ ∈ [0, π],

z ∈ [0, h].
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Horní mez r′ pro prom¥nnou r závisí na vý²ce z, viz obrázek (b), podle lineárního vztahu:

z = k · r′

h = k ·R⇒ k =
h

R

z =
h

R
r′

r′ =
R

h
z.

Objem p·lkuºelu je roven polovin¥ objemu celého kuºelu, tedy:

V =
1

2
· 1

3
πR2h =

1

6
πR2h.

Nyní uº m·ºeme dosadit do rovnice (1) a vypo£ítat sou°adnice xT , yT a zT hmotného
st°edu.

xT =
1

V

∫
V

x dV

xT =
1

1
6
πR2h

∫ h

0

∫ π

0

∫ R
h
z

0

r cosϕr dr dϕ dz

xT =
6

πR2h
[sinϕ]π0

∫ h

0

∫ R
h
z

0

r2 dr dz

xT =
6

πR2h
· 0 ·

∫ h

0

∫ R
h
z

0

r2 dr dz

xT = 0

yT =
1

V

∫
V

y dV

yT =
1

1
6
πR2h

∫ h

0

∫ π

0

∫ R
h
z

0

r sinϕr dr dϕ dz

yT =
6

πR2h
[− cosϕ]π0

∫ h

0

∫ R
h
z

0

r2 dr dz

yT =
6

πR2h
· 2 ·

∫ h

0

∫ R
h
z

0

r2 dr dz

yT =
12

πR2h

∫ h

0

[
r3

3

]R
h
z

0

dz

yT =
4

πR2h

R3

h3

∫ h

0

z3 dz
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yT =
4R

πh4

[
z4

4

]h
0

yT =
4R

π

h4

4

yT =
R

π

zT =
1

V

∫
V

z dV

zT =
1

1
6
πR2h

∫ h

0

∫ π

0

∫ R
h
z

0

zr dr dϕ dz

zT =
6

πR2h
[ϕ]π0

∫ h

0

∫ R
h
z

0

rz dr dz

zT =
6

πR2h
· π ·

∫ h

0

∫ R
h
z

0

rz dr dz

zT =
6

R2h

∫ h

0

[
r2

2
z

]R
h
z

0

dz

zT =
3

R2h

R2

h2

∫ h

0

z3 dz

zT =
3

h3

[
z4

4

]h
0

zT =
3

h3
h4

4

zT =
3

4
h

Poloha hmotného st°edu homogenního p·lkuºelu je ~rT =
(
0, R

π
, 3
4
h
)
.
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P°íklad 3

Zadání: Dvojhv¥zda je tvo°ena hv¥zdami o hmotnostech m1, m2 a polom¥rech r1, r2. Vzdá-
lenost st°ed· hv¥zd je R. Ob¥ hv¥zdy uvaºujeme jako homogenní koule.
Vypo£ítejte moment setrva£nosti dvojhv¥zdy vzhledem k ose o, která prochází spole£ným
hmotným st°edem dvojhv¥zdy a je (vºdy) kolmá na spojnici st°ed· hv¥zd.

Pozn. 1.: Moment setrva£nosti homogenní koule o hmotnosti M a polom¥ru R vzhledem k ose pro-

cházející st°edem koule je 2
5MR2.

Pozn. 2.: Rotaci hv¥zd kolem vlastní osy neuvaºujte.

�e²ení: Momenty setrva£nosti I1 a I2 první a druhé hv¥zdy vzhledem jejich vlastním osám
o1 a o2, jsou rovny:

I1 =
2

5
m1r

2
1,

I2 =
2

5
m2r

2
2.

S vyuºitím Steinerovy v¥ty m·ºeme ur£it momenty setrva£nosti I ′1 a I ′2 vzhledem k ose oT
procházejí hmotným st°edem dvojhv¥zdy:

I ′1 = I1 +m1R
2
1 =

2

5
m1r

2
1 +m1R

2
1,

I ′2 = I2 +m2R
2
2 =

2

5
m2r

2
2 +m2R

2
2.

Zbývá ur£it vzdálenosti R1 a R2 st°ed· hv¥zd od hmotného st°edu dvojhv¥zdy. Zvolme
si soustavu sou°adnic s po£átkem ve st°edu první hv¥zdy a s osou x orientovanou ve sm¥ru
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spojnice obou hv¥zd. x-ová sou°adnice hmotného st°edu je potom rovna:

xT =
m1xT1 +m2xT2

m1 +m2

xT =
0m1 +Rm2

m1 +m2

xT =
m2

m1 +m2

R.

Pro vzdálenosti R1 a R2 poté platí:

R1 = xT =
m2

m1 +m2

R

R2 = R− xT =
m1

m1 +m2

R.

Výsledný moment setrva£nosti I dvojhv¥zdy je roven sou£tu moment· setrva£nosti I ′1
a I ′2.

I = I ′1 + I ′2

I =
2

5
m1r

2
1 +m1R

2
1 +

2

5
m2r

2
2 +m2R

2
2

I =
2

5
m1r

2
1 +

2

5
m2r

2
2 +

m1m
2
2 +m2

1m2

(m1 +m2)2

I =
2

5
m1r

2
1 +

2

5
m2r

2
2 +

m1m2

m1 +m2
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P°íklad 4

Zadání: M¥jme dv¥ kuli£ky o stejné hmotnosti m p°ipevn¥né k pruºinám o tuhostech k1 a
k2 tak, jak ukazuje obrázek.
Ur£ete vlastní frekvence kmit· této soustavy.

�e²ení: Pokud ozna£íme polohu první kuli£ky x1 a polohu druhé kuli£ky x2, m·ºeme sestavit
pohybové rovnice pro kuli£ky ve tvaru

m
d2x1
dt2

= −k1x1 − k2(x1 − x2)

m
d2x2
dt2

= −k1x2 − k2(x2 − x1).

Tuto soustavu dvou diferenciálních rovnic m·ºeme °e²it více zp·soby, zde uvádíme dva:
Metoda 1:

Do diferenciálních rovnic dosadíme ansatz v následujícím tvaru:

x1 = X1e
iωt, x2 = X2e

iωt.

Poté bude z°ejm¥ platit

d2x1
dt2

= −ω2X1e
iωt,

d2x2
dt2

= −ω2X2e
iωt.

Po dosazení do p·vodních diferenciální rovnic, zkrácení nenulového £lenu eiωt a úprav¥ vychází
soustava oby£ejných rovnic s prom¥nnými X1 a X2 ve tvaru

ω2X1 −
k1
m
X1 −

k2
m

(X1 −X2) = 0

ω2X2 −
k1
m
X2 −

k2
m

(X2 −X1) = 0.

Po p°episu do maticové podoby m·ºeme psát

8



(
ω2 − k1

m
− k2

m
k2
m

k2
m

ω2 − k1
m
− k2

m

)(
X1

X2

)
=

(
0
0

)
.

Soustava má °e²ení, pokud

det

(
ω2 − k1

m
− k2

m
k2
m

k2
m

ω2 − k1
m
− k2

m

)
=

(
ω2 − k1

m
− k2
m

)2

−
(
k2
m

)2

= 0,

£ili

ω2 − k1
m
− k2
m

= ±k2
m
.

Odsud vyjád°íme jiº hledané frekvence:

ω1 =

√
k1
m

ω2 =

√
k1
m

+
2k2
m
.

Metoda 2:

Druhou moºností je pohybové rovnice od sebe nejprve se£íst a poté je ode£íst:

m
d2(x1 + x2)

dt2
= −k1(x1 + x2)

m
d2(x1 − x2)

dt2
= (−k1 − 2k2)(x1 − x2).

Pokud si nyní zavedeme nové prom¥nné q1 = x1 + x2 a q2 = x1 − x2, získáváme

m
d2q1
dt2

= −k1q1

m
d2q2
dt2

= (−k1 − 2k2)q2,

coº jsou známé diferenciální rovnice pro harmonické kmity s frekvencemi

ω1 =

√
k1
m

ω2 =

√
k1
m

+
2k2
m
.
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