Test 1a

1. Lucistnik vystielil z hradby vysoké 40 m §ip o hmotnosti 50 g rychlosti 60 m s~
pod thlem 15° vzhtru vzhledem k vodorovnému sméru.

(a) V jaké vzdalenosti od hradeb se sip zabodl do zemé?

(b) Jaky thel bude zabodnuty 8ip svirat se zemi?

(c) Jaky je pomér prace vykonané tétivou luku a prace vykonané tithovou silou?

Pozn.: Poéitejte s konstantnim tthovym zrychlenim g = 9.81 m s~2. Odpor vzdu-
chu zanedbavame.
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Na §ip po vystreleni ptisobi tihova sila, ktera mu udéluje zrychleni —g ve svis-
lém sméru. Pohybovou rovnici pro §ip (ktery reprezentujeme hmotnym bodem)
muzeme tedy napsat takto

s pocatecnimi podminkami

z(t=0) = 0

( ) h =40m

v.(t =0) = wycosa = 60cos(15°) = 57.96ms ™"
(t=0) = wysina =60sin(15°) = 15.53 ms*
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Vytesenim pohybovych rovnic s témito poc¢atecnimi podminkami dostavame tra-
jektorii sipu

r = wvylcosa (1)

1
y = h+votsinoz—§gt2 (2)

(a) Z prvni rovnice muzeme vyjadiit cas ¢ = KdyZ ozna¢ime souradnice

Vo cosa”
bodu kde sip dopadnul na zem jako [z, ys], tak ys = 0. Takze kdyz polozime v
druhé rovnici y = 0 a dosadime tam ¢as vyjadieny z prvni rovnice, dostavame

rovnici pro xz-ovou soufadnici bodu dopadu sipu

sin o 1
0=h+ Tf— 55 5= ZC?
COS (v 2gv; cos* a
C 1 . . . . _ vEsin2a 2gh
Je to kvadratickd rovnice, jejiz kofeny jsou xy = 5 — 5 (1 +4/1+ o7 sin? a)
T, = % 821220‘ (1 —y/1+ = zgf a). Kofen xy, je zaporny (odpovida tedy zapor-
0 1

nému ¢asu) a miazeme ho proto ignorovat. Sip tedy dopadne na zem ve vzdélenosti

2 5in 2 2gh
am@%%90+¢1w—ﬂr)%ma
V3 sin”

(b)Slozky rychlosti vypocitame derivaci rovnic (1,2) a jsou

Uy = vpCoS«
vy, = vpsina — gt.

Uhel 8, pod kterym se sip zabodne do zémé je urcen slozkami rychlosti v ¢ase
dopadu tf = —L

Vo COS ¥

1 = vy (ty) _ Upsina — gty
V() Vg COS (v

k@x-—ﬁmm(1+ 1+ %h)

V0 cosoz’ 2g Uo sin” a

Pokud dosadime cas dopadu §iput; =

méame z predchoziho tkolu, tak dostavame

2gh
tgﬁztgoz\/l—l—%

V5 sin” «

Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostdavame § = 28.9°.

(c) Prace, kterou vykona tihové pole, je rovna poklesu potencialni energie sipu od
vystreleni do dopadu, tj. Wy = mgh. Tétiva luku vykona praci Wi, ktera udeéli
Sipu potencidlni energii %m@%. Takze podil téchto praci je

Wi _ v
Wg_Qgh
2
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2. Na dno kulové dutiny o poloméru R polozime kulicku o hmotnosti m a cvrnk-
nutim ji udélime rychlost u.

(a) Jakou reakéni silou ptisobi dutina na kulicku v bodu A (nevyssi bod dutiny)?
(b) Jakou nejmensi velikost musi mit po¢atecni rychlost u, aby kulicka v nejvyssim
bodé dutiny nespadla, tj. aby se porad dotykala stény dutiny?

resent:

(a) Na kulicku pusobi tihova sila F; a reakeni sila dutiny F. V bodu A maji obé
tyto sily smér svisle dolt, tj. ﬁg = (0, —mg), Fr = (0, —Fg). Pohybova rovnice
kulicky v bodu A je

ma = —mg — Fp.

Jestlize se ma kulicka pohybovat po povrchu dutiny, tak jeji zrychleni a v bodZu
A je rovno dotfedivému zrychleni pro rovnhomérny pohyb po kruznici a = —4
kde v je rychlost kulicky v bodu A. Kdyz toto zrychleni dosadime do pohybové

—L,
rovnice dostavame )

v
m— =mg + F
r- "R
a odtud vypocitame reakéni silu

’U2

Fr= m(E —g).
Zbyva vypocitat rychlost v kterou ma kulicka v bodu A kdyz jsme do ji na dnu
dutiny udélili rychlost u. K tomu pouziijeme zakon zachovani energie. Na dnu
dutiny méla kulicka kinetickou energii %mu2 Pii pohybu ze dna dutiny do bodu A
kulicka postupné ztraci kinetickou energii, ktera se méni na potencialni. V bodu



A ma kulicka energii %va + mg2R. Obé energie se musi rovnat

1 1
§mu2 = §m1)2 + mg2R (1)

a z této rovnice muzeme vypocitat rychlost v jako

v=+/u?—4gR.

Velikost reakéni sily v bodu A je tedy

U2

Fr= m(E — 59)

(b) Miniméalni rychlost u je takova, Ze dostiedivé zrychleni v bodé A a = % bude
rovno gravitacnimu zrychleni g. Z rovnice % = g dostavame v = y/gR. Rychlost
u vyjadiime z rovnice (1)

u=+/v>+4gR.

Po dosazeni v = y/gR dostavame

u=+/gR+49gR = \/bgR

Pokud udéllime kulicce na dné dutiny tuto rychlost, tak v bodu A nebude na
sténu dutiny vibec tla¢it (Fr = 0). Pfi kazdé mensi rychlosti nedokaze sledovat
sténu dutiny a bude padat strméji.



3. Na zavésu délky [ jsou zavéseny koule o poloméru R a hmotnostech m a 2m,
viz obrazek. Prvni kouli vychylime o tihel o a pustime.

(a) Do jaké vysky vystoupi tézsi koule, pokud srazku kouli povazujeme za doko-
nale pruznou?

(b) Predpokladejte, ze thel v je velmi maly. Za jak dlouho a v jaké poloze se obé
koule znovu srazi?

(c) Jaka bude rychlost té731 koule po druhé srézce?

OO 2m

resent:

(a) Ozna¢me rychlost koule o hmotnosti m pred srazkou vy = (vig,v1y) a po
srdzce vy = (vy,,vy,) Koule o hmotnosti 2m md pted srazkou nulovou rychlost a
po srézce rychlost vy = (v5,,v5,). Celkova hybnost kulicek tésné pred srazkou je
stejna jako po srézce a y-ova slozka hybnosti v okamziku srazky je nulova. Pro
x-ové slozky hybnosti plati

muy, = mul, + 2muy,
Protoze se jedna o dokonale pruznou srazku plati ze celkova mechanicka energie
tésné pred srazkou je stejné jako po srézce

1 1
—mur. = —mu’?

1 2

Zakon zachovani hybnosti a energie nam tedy davaji soustavu dvou rovnic pro
~ 2 z / /
dvé neznameé vy, vs,.
= v, + 2v; 1
Vig = Yy, + Uoy ( )

v, = v+ 205 2)

xT

Vyjadiime v}, z prvni rovnice vy, = v, — 20}, a dosadime ho do druhé

2 ! \2 12
Vig = (Uliﬁ - 2U2x) + 2U2x



7 této rovnice dostavame rychlost druhé kulicky po srazce

, 2
UQIE — gle.

Kineticka energie, kterou druha kulicka ziska pii srazce se postupné méni na po-
tencidlni. Vysku hs, do které kulicka o hmotnosti 2m vystoupa, ur¢ime tedy z
rovnosti

1
§2mv§i = 2mghy
a dostavame ' )
By = V22 _ 2V
29 9y

Rychlost vy, prvni kulicky v okamziku tésné pred srdzkou spocitame opét z vysky

h1, ze které byla pusténa
1
§mv’1§3 = mghy

Vieg — V 29h1

a dostaneme

42 0t NI Y

7, obrazku je ziejmé, ze hy = [ — [ cos o a rychlost vy, je tedy

v, = /29 1(1 — cos ).
Vygka, do které vysoupa kulicka o hmotnosti 2m je tedy

4
hy = §Z (1 — cos ).

(b) Doba kmitu obou kulicek pro malé vychylky zavisi jen na délce zavésu a
gravitacnim zrychleni a je T' = 27r\/g (kulicky muzeme pokladat za matematické

kyvadlo). Kulicky ze tedy znovu srazi za polovinu doby kmitu, tj. za ¢ast = 7 é

a bude to ve stejném misté, kde se srazily poprvé.

(¢) Pro druhou srazku plati stejné rovnice (1,2) pro rychlosti jako pro prvni (jenom
ted jsou pred srazkou carkované a po srézce necarkované). Proto bude rychlost
tézsi koule po druhé srézce 0.



4. Kolem planety o hmotnosti M obiha ve vzdalenosti R mésic slozeny ze dvou
malych kouli o stejné hmotnosti m a poloméru r, viz obrazek.
Jakou nejmensi vzdalenost miize mit mésic od planety, aby drzel pohromadé?

Pozn.: Pti vypoctu lze pouzit Taylorovy rozvoje
1 1 1 2r
(R+7)?2 R? R

S O P
(R—7r)2 R2 R)’

které plati pro r < R

R
D
reseni:
Na blizsi z malych kouli plisobi planeta gravitacni silou o velikosti
mM
Fi=k :
! (R—r)?
na vzdalenéjsi silou
7 mM
=K—.
? (R+1)?

Malé koule jsou tedy od sebe odtrhavany silou o velikosti

1 1
F,=F,— F, = kmM —
2T ((R—r)Q <R+v~>2>

Pro r < R je mozné tento vyraz zjednodusit pomoci Taylorova rozvoje funkci
1 1
-2 & )2

r
F,=F—-F~ 4/{mMﬁ.

Soucasné se ale k sobé malé koule pritahuji gravitacni silou o velikosti

m2

F, = .
g K(QT)Q

Sila F, se zvétsuje s klesajici vzdéalenosti R od planety. Nejblizsi vzdéalenost od
planety Ry, bude tedy takova kde F,=F}, protoZe bliZze k planeté uz vzajemné
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gravitacni pritahovani malych kouli nedokaze prekonat silu Fj,, ktera je od sebe
odtrhava. Dostavame tedy podminku

r m
AkmM =K :
R?nm (2T)2
z které vychazi minimalni vzdalenost
16M
Rmm == ’ T.
m



