Test 2b

1. Homogenni drat je ohnuty do pravého Uhlu jako pismeno L (viz obrazek). Obé casti dratu maiji
stejnou délku [. Drat je povéseny v bodé P, okolo kterého se muiZe otadet bez tfeni. Mirné ho
vychylime (viz ¢arkované ¢ary na obrazku) a pustime. S jakou periodou se bude kyvat?

Reseni
Na obrdzku je drat vychyleny o uhel ¢.

Moment sily plsobici na drat vyjadfeny vzhledem k bodu P je

Tp = Mgrgsin @.

Podle druhé impulsové véty je

Mgrssing = —Jp@,

kde Jp je moment setrvacnosti dratu vyjadfeny vzhledem k bodu P, 15 je vzdalenost hmotného stfedu
dratu od bodu uchyceni P a ¢ je uhlové zrychleni dratu.

Pokud se omezime na malé vychylky dratu je sin ¢ = ¢ a dostavame diferencialni rovnici
. Mgrg

0=

Jp

kterd je rovnici linedrniho harmonického oscilatoru.

Drat tedy bude vykonavat harmonické kmity s Ghlovou frekvenci
w = /M_
Jp

Perioda kmitG dratu je tedy

T=2_7T=27-[ ’]_P'
w Mgrs

Abychom ziskali periodu kmitli musime spocitat 75 a Jp.

Nejdfive spocitame polohu hmotného stfedu dratu. Jak je vidét na ndsledujicim obrazku drat
mUZeme rozdélit na dvé ramena, kazdé z nich ma délku / a sviraji spolu pravy tUhel. Kazdé rameno ma
hmotny stfed uprostfed. Hmotny stied celého dratu se tedy bude nachazet v bodé Sve stfedu
spojnice stfed( obou ramen. S pomoci Pythagorovi véty dostavame, Ze vzdalenost hmotného stfedu
Sod boduP je

!
re = —.
ST 22



Nyni spocditdme moment setrvacnosti Jp. Opét budeme uvaZovat kazdé rameno drdtu samostatné.

Jedno rameno je tycka o délce | a hmotnosti M /2. Moment setrvacnosti vzhledem k hmotnému

1

stiredu této tycky je %%lz =ZM12. Pro vypocet momentu setrvacnosti vzhledem kbodu P

.. . . 1 M[{I\%2 1
pouzijeme Steinerovu vétu a dostaneme ZMIZ + 5 (5) = ngz.

Celkovy moment setrvacnosti dratu je dvojndsobny, protoze drat ma dvé ramena
102
Dosadime Jp a 1y do vyrazu pro periodu kmit a dostdvame vysledek

Ip 2V2 1
T=2 =27 |——
" Mgry "3 g

2. Na gumové podloZce o rozmérech 1 m x 1 m a tloustce 10 cm leZi kvadr o hmotnosti M = 100 t.
Kvadr ma stejnou plochu podstavy jako byla plvodni plocha gumové desky (viz obrazek). Jak se zméni
rozméry gumové podlozky deformaci kvadrem, ktery na ni leZi? Guma ma Younglv modul pruZnosti
E =0.05 GPa a Poisson(lv pomér v=0.5.

v

Reseni
Abychom vypocitali deformaci podlozky pouZijeme zobecnény Hooklv zakon pro homogenni
izotropni material
Exx Exy Exz 1 Oxx  Txy Txz 1 0 0
(gxy Eyy 5yz>=E 1+v) (Txy Oyy Tyz)—v(()'xx+0'yy+0'22) (0 1 0)]
Exz  Eyz Ezz Txz Tyz Ozz 0 0 1
V nasem konkrétnim pripadé (pfi volbé systému souradnic podle obrazku) je tenzor napéti

0 0 O
a=(0 0 0),
0 0 gy




kde o,, = —%,
a znaménko minus odpovida tomu, Ze je to kompresni napéti, S je plocha podstavy kvadru, v nasem
pfipadé S =1 m’.
Ze zobecnéného Hookova zdkona vypocitame deformace

_ Y92z _ YMg

Exx = E ~ ES’
e = _ VOzz; _ VMg
yy — E ~ ES’
— Jzz Mg
€22 =% ES’

Exy = Exz = &z = 0.
Rozméry gumové tyce se tedy diky deformaci kvadrem, ktery na ni lezi, zméni na

a' =a(l+ey)= a(l +V}15W—Sg),

b =b(1+e,)=b(1+22)

c'=c(l+e¢g,,) = c( —%),
Dosadime hmotnost kvadru M = 100 t, Younglv modul pruznosti gumy £ = 0.05 GPa a Poissonv
pomér gumy v= 0.5 JestliZe nezatizena gumova podlozka ma rozmérya=5b=1mac = 10 cm, tak
deformaci zpUsobenou kvadrem se jeji rozméry zméni na @’ = b = 1.0098 m a ¢* = 9.8 cm.
Vodorovné rozméry gumové podlozky se tedy zvétsi o 0.98%, zatimco jeji tloustka se zmensi o 2%.

3. Z jaké nejmensi vysky & je nutné pustit kulicku o hmotnosti M a poloméru » aby projela celou
kruhovou smycku o poloméru R na obrazku (tj. aby se v kazdém bodé dotykala drahy). Kulicka se po
draze vali bez prokluzovani a valivé tfeni mizeme zanedbat

Reseni
Oznacme si bod, z kterého vypoustime kulicku jako A, spodni bod kruhové smycky jako B a horni bod
kruhové smycky jako C. ProtoZe zanedbavame valivé tfeni, z(stdva celkovd mechanicka energie
konstantni béhem celého pohybu kulicky. MiZeme tedy napsat zakon zachovani energie
1 1 1 1
Mgh = EMvé + ijg, = EMvg + ij(% + Mg2R.
V bodé A je kuli¢ka v klidu a proto ma nulovou kinetickou energii a jeji potencidlni energie je Mgh.

V bodé B ma kulicka nulovou potencidlni energii (volime nulovou hladinu potencidlni energie na
spodku drahy) a ma kinetickou energii %va; , kde v je rychlost hmotného stfedu kuli¢ky v bodé B.

Y . (ve . NV .1 - . (v
ProtoZe se kulicka otaéi ma také rotacni kinetickou energii E]wé , kde wp je uhlova rychlost otaceni

.y v . P / s s v
kulicky. ProtoZe se jedna o valeni bez prokluzovani je wg = TB'



Podobné v bodé C je %Mvg kineticka energie kulicky a v je rychlost hmotného stfedu kulicku v bodé
C. Rotacni kinetickd energie kulicky v bodé C je %]wé , kde we = VTC je uhlova rychlost otaceni kulicky
v bodé C. Potencidlni energie kulicky v bodé C je Mg2R.
Aby kulicka projela celou drahu bez toho, Ze by predcasné spadla, musi byt jeji rychlost v bodé C
alespoil v, = \/@ Pfi takové rychlosti bude totiz gravitalni zrychleni g pfesné odpovidat
2
C

normalové sloZzce zrychleni hmotného stfedu kulicky a,, = % = g a tihova sila tedy zajisti, Ze hmotny

stfed kulicky se bude pohybovat v bodé C po kfivce s polomérem kfivosti R. Minimalni vyska 4, ze
které musime kulicku pustit, bude tedy takova, kdy rychlost hmotného stfedu kulicky v bodé C bude

ve = 4/Rg a thlova rychlost otdéeni kuli¢ky v bodé C bude w, = ‘/%_g. Kdyz tuto podminku dosadime

do zédkona zachovani energie, dostavame

Mh—lMR +1 R‘g+M 2R
gn = 2 9 2] 2 gan. ,
Moment setrvacnosti kulicky vzhledem k jejimu hmotnému stfedu je | = EMr2

Po dosazeni do predchozi rovnice dostaneme
Mgh 1MR +12M 2Rg+M 2R
= = ——Mrc—- .
gh=oMrgTasir i T
Pokratime hmotnost kulicky M a tihové zrychleni g a dostaneme pro hledanou vysku vztah

1 1
h=—-R+-=-R+ 2R = 2.7R.
prtgRT

4. Civka je sloZena ze dvou stejnych kotoucl o poloméru R a hmotnosti M nasazenych na spole¢né
ose o poloméru r, jejiz hmotnost je zanedbatelna vici hmotnosti kotoucl. Nit navinuta na ose civky
je prfipevnéna ke stropu (viz obrazek). Z této polohy se civka zacne spoustét doll. Vypocitejte
zrychleni hmotného stfedu civky.

Reseni

Jak je vidét na obrazku na civku pGsobi tihova sila F, a tahova sila niti T.

Vyjadfime moment sily plsobici na civku vzhledem k bodu S: 75 = rT (tihova sila F,; k celkovému
momentu sily nepfispiva, protoze plsobi v bodé S).

Druhd impulsova véta pro pohyb civky je tg = 1T = Js¢,

kde Js je moment setrvacnosti civky (vyjadieny vzhledem k bodu S) a ¢je uhlové zrychleni.

Pro pohyb hmotného stfedu civky pouZzijeme prvni impulsovou vétu: —2Ma =T — F;, =T — 2Mg
(2M je tam proto, Ze civka se sklada ze dvou diskd, kazdy o hmotnosti M)



Uhlové zrychleni ¢je spojeno se zrychlenim hmotného stfedu a vztahem & = % KdyZ to dosadime do
druhé impulsové véty dostaneme rT = ]5% odtud muUZeme vyjadfit tahovou silu T = ]S;L2 a dosadit

ji do prvni impulsové véty: —2Ma = ]S;i2 —2Mg
Mg

Js
2r2+

Z této rovnice vypocitdame zrychleni hmotného stfedu civky a =

Moment setrvacnosti civky je Js = 2~ MR?= MR?
(moment setrvacnosti homogenniho disku vzhledem k hmotnému stfedu S je %MR2 a civka se sklada

ze dvou takovych vélcu)
Dosadime Js a ziskdme vysledny vztah pro zrychleni hmotného stfedu civky a =

RZ
212



