Test 2a

1. Homogenni ocelova ty¢ o plvodnich rozmérech a, b, ¢ je natahovana tahovym napétim o= 1 GPa
podle obrazku. Jak se zméni hustota tyce? Younglv modul pruznosti oceli je £ = 200 GPa, Poisson(v
pomér je v=0.3.
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Reseni
Hustota ocelové tyce pred deformaci je
M_ M

P=v= e
kde M je hmotnosti tyCe a V = abc je objem tyle pred deformaci. PUsobici napéti o vede
k deformaci ty€e. Jeji hmotnost zlistane stejnd, ale objem se zméni na V' = a’b’c’, kde a’, b" a ¢’
jsou nové rozmeéry tyce po deformaci a spocitame je z plivodnich rozmér jako
a' =a(l+ &),
b = a(l + eyy),
¢ =a(l+¢g,,),
kde &xx, €y, €5 Jjsou sloZky tenzoru malych deformaci (soufadnicové osy jsou orientované podle
obrazku). K vypoctu tenzoru deformaci pouZijeme zobecnény Hookuv zdkon pro homogenni material
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ProtoZe v naSem konkrétnim pfipadé je tenzor napéti
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jsou slozky tenzoru deformace
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Exy = Exz = &z = 0.
Rozméry tyce se tedy diky deformaci zméni na
a =a (1 + %),

E

b’ =b(1-22)
E )
c'=c (1 - v—a""),
E
a hustota tyce po deformaci bude
o' = M__M _M 1 = 0
Vi anlelabe (12 (10" (140 (1 20)

Po dosazeni E =200 GPa, v=0.3 a 0,,= 1 GPa dostavame o' = 0.998p
Hustota tyce tedy poklesne o0 0.2%.



2. Do U-trubice jejiz obé trubice maji priifez S nalijeme kapalinu o hustoté p a objemu V (viz. obrazek
vlevo). Nyni foukneme do pravé trubice, tak,Ze hladina kapaliny poklesne o z, (viz. obrazek vpravo).
Potom nechdme kapalinu svému osudu. Vypocitejte, jak se bude kapalina v U-trubici pohybovat.
Kapalinu mGzZeme povaZovat za idedlni kapalinu.

Reseni

Predpokladejme, Ze mame U-trubici, ve které je hladina v pravé trubici nize nez v levé, kvlli tomu, Ze
ji nékdo vychylil. Kdyz je hladina kapaliny v levé trubici vyssi o z (vzhledem k plvodné vyrovnané
hladiné), tak v pravé trubici musi byt o z nizsi. Rozdil tlaku pUsobiciho kazdou ¢ast kapaliny je tedy

Ap = 2pgz.

Na kapalinu v U-trubici tedy plsobi sila F = —2pgSz.
Znaménko minus je tam proto, Ze v pravé trubici, kde je z > 0, pUsobi tato sila smérem dol{, tj. proti
kladnému sméru osy z, v levé trubici kde je z < 0, plsobi smérem nahoru, tj. v kladném sméru osy z.
Tato sila F zpUsobuje zrychleni kapaliny v U-trubici. PouZijeme tedy 2. Newton(v zdkon

—2pgSz = pVZ
kde pV je celkova hmotnost kapaliny v U-trubici.
Jednoduchou Upravou ziskavame diferencidlni rovnici pro linedrni harmonicky oscilator
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Kapalina v U-trubici tedy bude kmitat s thlovou frekvenci w = %a z-tova soufadnice hladiny

v pravé trubici se bude ménit s ¢asem jako funkce z(t) = C; sin< %St) + C, cos <\/§t>, kde

konstanty C;, C, uréime z poéate¢nich podminek z(t = 0) = —zya z(t = 0) = 0.
Z prvni pocatecni podminky dostavame

=2y = Cy,

Z druhé pocatecni podminky dostavame

S
0 :\/%Cll

Tedy C; = 0a C, = —z, a z-tova soufadnice hladiny v pravé trubici se méni s ¢asem jako funkce
2gS
z(t) = —z, cos %t

Perioda kmitl sloupce kapaliny v U-trubici je T = f =27 795 a zavisi tedy pouze na tihovém
, L sl . LV

zrychleni g a na celkové ,,délce” sloupce kapaliny v U-trubici 5

3. Vrtule se ma ¢tyfi stejnd ramena, kazdé z nich je hranol o délce /,, Sifce b, a tloustce ¢, vyrobeny

z homogenniho materidlu o hustoté p,, Youngové modulu pruznosti £ a s Poissonovym pomérem v
Vypocitejte o kolik se ramena prodlouzi, kdyZ se vrtule otaci Uhlovou rychlosti .

Reseni
ProdlouZeni vsech ramen bude stejné, takZe staci uvazovat jedno z nich (viz. obrazek)
z
Xo
dx, da
€ —_—> 0]
a
y
bY




Pokud spojime nasi vztaznou soustavu s otacejici se vrtuli, tak na jednotlivé ¢asti ramene vrtule
plsobi odstrediva sila F,, kterd zplsobuje jeho natahovani v naSem pripadé ve sméru osy x. Sila
pusobici na rameno vrtule smérem doleva je reakcni sila, kterou na rameno plsobi Uchyt ve stfedu
vrtule. Rameno vrtule je tedy podrobeno jedno-osé napjatosti popsané tenzorem napéti
O 0 O
0 0 0] . Velikost odstfedivé sily ale zavisi na vzdalenosti od osy otaceni a je proto rliznd

0 0 O
v rliznych mistech ramene vrtule. Vezméme si tedy maly kousek ramene vrtule, ktery se nachazi ve

vzdalenosti x, od osy otaceni a ma délku dx, (viz. obrazek — element je vybarven Sedé). Tento kousek
bude natahovan odsttfedivou silou plsobici na tu ¢ast ramene vrtule, kterd je dale od osy otaceni, tj.
napravo od naseho kousku (na obrazku je tato ¢ast ramene oznacend cervenou vyplni). Protoze
velikost odstredivé sily roste se vzdalenosti od osy otaceni, musime rozdélit ¢ast ramene vrtule
napravo od naseho kousku na malé kousky a spocitat pfispévek kaidého z nich k napéti o,,. Na
obrazku je vyznacen zelené jeden takovy kousek ve vzdalenosti a (a > x;) od osy otaceni. Odstrediva
sila pUsobici na tento kousek je
dF, = dm a w?.
Hmotnost toho kousku dm mulZeme vyjadfit jako dm = py S, da. Vtomto vyrazu je S, =
by ty prafez ramene vrtule. Odstfedivou silu plsobici na tento kousek ramene tedy mizeme vyjadfrit
jako
dF, = py Sy w?a da,
a prispévek této sily k tahovému napéti g, plsobicimu na nds element dx, je

_dF, _ 5
Ao, —S—o—po w*ada.

Celkové napéti g,, pusobicimu na nas element dx, ziskdme integraci, pfes €ast ramene vrtule
napravo od naseho elementu dx,

1 27lo 1
Oxx = fdaxx = fxz powza da = pO(J’)2 [a?]x = Epowz(l(z) - xg)
0

Nyni mlZeme pouzit Hookdv zakon. Deformace naseho elementu dx, bude

_Oxx _ 1 2072 2
Exx = 5 T 3 Pow (5 — x)-

Deformace ¢,, je relativni zména délky naseho elementu ve sméru osy x. Plivodni délka naseho
elementu pred deformaci byla dx,a po deformaci se vlivem napéti g,, zméni na dx. Relativni zména
délky je tedy

- dx—dxg
xXx d.xo .
KdyZz spojime predchozi dvé rovnice, dostaneme prodlouZeni naseho elementu, ktery je ve

vzddlenosti x, od osy otaceni
1
dx —dx, = Epoa)z(l(z, — x3)dx,.
ProdlouZeni je nejvétsi u osy otaceni, protoze tam je prislusny element natahovan celym ramenem

vrtule, a srostouci vzdalenosti od osy otaceni velikost prodlouZeni klesa. Celkové prodlouzeni
ramene vrtule dostaneme sectenim prodlouzeni vSech jejich element

Lo 1
Jdx—[dxo = [° —

Integraci dostdvame celkové prodlouzeni ramene vrtule

1o = G (50 = )], = 00 (1 -5) = o0t

Relativni prodlouZeni ramene vrtule bude
-1 1 212
— = —pow-l§.
I 3£ Po 0

pow? (1§ — x§)dx,.



4. Na jedné strané naklonéné roviny se nachazi kvadr o hmotnosti 2m, na druhé strané homogenni
valec o poloméru R hmotnosti m. Obé télesa jsou spojena lanem, jak je znazornéno na obrazku.
Kvadr sjizdi po naklonéné roviné se zrychlenim a, valec se vali bez prokluzovani nahoru. Koeficient
smykového tfeni mezi kvadrem a povrchem naklonéné roviny je u. Vypocitejte zrychleni kvadru a.

Reseni

Na nasledujicim obrazku jsou vyznaceny sily, které plGsobi na kvadr a na vélec.

Na kvadr pusobi tihova sila o velikosti 2mg, tfeci sila F,, reakéni sila podlozky F a tahova sila lana T.
Na vélec pusobi tihova sila o velikosti mg, tfeci sila F,, reakéni sila podlozky F'r a tahova sila lana T.

PouZijeme 1. impulsovou vétu pro pohyb hmotného stfedu kvadru (osa x lezi na naklonéné roviné a
ma kladnou orientaci podle obrazku)

—2ma = —2mg sina + u2mg cosa + T, (1)

kde jsme pro velikost tfeci sily pouzili vztah F, = u F,, kde F), je sila, kterou téleso tlaci kolmo na
podlozku. ProtoZe kvadr sjizdi po naklonéné roviné doll, ma treci sila F; maximalni moZnou velikost a
jsme schopni urcit jeji smér.

Podobné 1. Impulsova véta pro hmotny stfed valce je

ma =—-mgsina —F, +T. (2)

Z rovnice (1) vyjadfime tahovou silu T lana a dosadime do rovnice (2)

ma = —mg sina — F, — 2ma + 2mg sina — u2mg cosa, (3)



Treci sila F; zpUsobuje roztaceni vdlce. Vyjaddiime moment sily plsobici na valec vzhledem k jeho
hmotnému stfedu T, = F;R a pouZijeme 2. impulsovou vétu

T, =FR =]

kde je Js je moment setrvacnosti valce vzhledem k ose prochdzejici hmotnym stfedem S a kolmé na
podstavu. ProtoZe se valec otaci bez prokluzovani je obvodova rychlost bodu na jeho povrchu
v = ? kde T je doba, za kterou se valec otoli jednou dokola. Pro uhlovou rychlost otaceni valce

, 21 . . v . . . L
plati tedy w = T ameziwavje vztah w = = (plati to pouze pokud se valec vali bez prokluzovani).
X . . ’ . . v, . dw 1dv 1 , . P
Casova derivace uhlové rychlosti otaceni je o Rra R Po dosazeni do 2. impulsové véty
dostadvame F,R = %a a tedy treci silu mGzZzeme vyjadrit jako

_Js
Dosadime rovnici (4) do (3) a dostaneme

— . Js .
ma = —mg sina — - a — 2ma + 2mg sina — u2mg cosa.
Z této rovnice vyjadrime zrychleni

mg sina—pu2mg cosa  mg (sina—2u cosa)
a= Js = Is (5)

m+2m+R—2 3m+R—2

Moment setrvacnosti homogenniho valce vzhledem k ose otdceni prochazejici hmotnym stfedem a
. - 1 , . (o . .
kolmé k podstavé je J; = EmRZ. Po dosazeni do rovnice (5) dostavame konecny vysledek pro velikost

zrychleni

2
a= ;g (sina — 2u cosa).



