Test 2a

Uloha 1

Dva mice poloZime na sebe a nechdme je spadnout na zem z vysky 4. Hmotnost vétsiho, spodniho
mice je 3-krat vétsi nez hmotnost mensiho. Do jaké vysky vystoupi po odrazu od zemé mensi a vétsi
mi¢ jestlize srazky miZeme povazovat za dokonale pruzné?
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h

Reseni

Zvolme si kladny smér osy z nahoru podle obrazku. Na zem dopadne nejdfive spodni, vétsi mi¢ a

bude mit pfi dopadu rychlost o velikosti v. Ze zakona zachovdani energie lehce spocitame, Ze velikost

této rychlosti je v = ,/2gh , protoZe potencialni energie spodniho mite 3mgh se zméni po dopadu
- 1

na kinetickou - 3mv2.
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ProtoZe se jednad o dokonale pruznou srazku, odrazi se spodni mi¢ od zemé se stejnou rychlosti v,
ktera bude mit jenom opacny smér. Je to proto, Ze kinetickd energie mice po odrazu je stejnd jako
pred odrazem. (pozn. Kinetickou energii, kterou po dopadu mice ziskala Zemé, mlzeme s klidem
zanedbat, protoZze 3 m < M;.)

Spodni mic¢ tedy vyleti od zemé s rychlosti v a srazi se hornim miéem, ktery leti proti nému rychlosti o
stejné velikosti v, viz obrazek. Mame tedy mice o hmotnosti m a 3m, které leti proti sobé, kazdy ma
rychlost o velikosti v a srazi se pfi dokonale pruzné srdice. Kdyz oznacime z-tové slozky rychlosti
mensiho a vét$iho mice po srdzce jako v’ a V', tak miZeme napsat zakon zachovani hybnosti (pro z -
tové slozky hybnosti) ve tvaru:

—mv + 3mv = mv’ + 3mV’,

kde v = /2gh je velikost rychlosti mica pred srazkou.

ProtoZe je srazka dokonale pruzna, mizeme dale napsat zakon energie ve tvaru:

%mv2 + %3mv2 = %mv’z + %3mV’2.

Po Upravé dostavame soustavu dvou rovnic

2v=v"+3V'



4v2 = v'* + 312,

Vyjadfime si z prvni rovnice V' = (2v — v') /3 a dosadime do druhé rovnice

4v? =v'"% + 2v —v")?/3

Po umocnéni a Gpravé mame kvadratickou rovnici pro nezndmou v’

v —vv =202 = 0.

Kofeny této rovnice jsou v' = —vav' = 2v.

Je zfejmé, Ze prvni kofen odpovidd situaci pfed srazkou. Druhy kofen v’ = 2v je tedy rychlost
mensiho mice po srazce. Nyni jiz mGZeme vypocitat do jaké vysSky mensi mic po srazce vyleti. Protoze
ma po srazce kinetickou energii %mv’2 = 2mv? vyleti do takové vysky h’, kde se viechna jeho

s . - e . 2v? . .
kinetickd energie zméni na potencidlni, tj. 2mv? = mgh'. Takie h’' =% a kdyZz dosadime za

v = ,/2gh dostaneme h' = 4h.
!
Vétsi mi¢ ma po srazce rychlost V' = 2”3” . KdyZ tam dosadime n&s vysledek v' = 2v, dostaneme

V' = 0. TakZe vétsi mi¢ ma po srazce nulovou rychlost a zlstane leZet na zemi.
Mensi mi¢ tedy vystoupi do 4-krat vétsi vysky, neZ ze které jsme ho pustili, a velky zlstane leZet na
zemi.

Uloha 2

Pfedmét o hmotnosti M je spojen lanem se zdvazim o hmotnosti m na Sikmé ploSe podle obrazku.
Jakd musi byt hmotnost m zavazi aby predmét udrzelo. Staticky koeficient smykového tfeni mezi
naklonénou rovinou a pfedmétem je p a stejny je také koeficient smykového tfeni mezi naklonénou
rovinou a zavazim.

Reseni
Existuje rozmezi hmotnosti zavaZi, kdy bude pfedmét o hmotnosti M udrZen na naklonéné roviné.
Zavazi ho udrzi pokud jeho hmotnost m bude leZet v intervalu <m i, Mm.>. Spocitdme krajni body
tohoto intervalu.
Nejmensi moZzna hodnota hmotnosti zavazi my;, odpovida situaci na obrazku vlevo. Pokud by bylo
zavazi m jenom nepatrné leh¢i neZ my,, zacne predmét M sjizdét smérem doll. Treci sila F y; plGsobici
na pfedmét M ma v tomto pfipadé maximalni moznou velikost F; y = uMg cos a a ma smér podle
obrazku, tj. mifi nahoru. Treci sila pUsobici na zavazi m ma v tomto pfipadé také nejvétsi moznou
velikost F;,, = umg cos 8 a mifi, jak je na obrazku naznaceno smérem doli. MiZeme tedy napsat
druhy Newtonlv zdkon pro predmét M a pro zavazi m. Osu x jsme poloZili do naklonéné roviny
s kladnou orientaci podle obrazku
—Mg sina +uMgcosa+T =0
~Mming Sin,B — UMning COSﬂ +T=0
Vyjadfime z prvni rovnice mapétovou silu lana a dosadime ji do druhé rovnice, dostaneme
—Mping Sinf — umpying cosff = —Mg sina + uMg cos



a z toho vyjadrime hledanou hmotnost i,
sina — pcosa

m . ————
M sin B + pcos B

Mg sine, \ Minin &SI P Mg sina,

Nejvétsi moznd hodnota hmotnosti zavazi m,, odpovidd situaci na obrazku vpravo. Pokud by bylo
zavaii m jenom nepatrné t&€Z3i nez mm,, zaCne pfedmét M jet smérem nahoru. Treci sila F; ; plsobici
na pfedmét M ma i vtomto pfipadé maximalni moZnou velikost F; ) = uMg cosa ale smér ma
opacny nez v predchozim pripadé, tj. miti doll. Podobné je to s tfeci silou pUsobici na zavazi m, ta
ma v tomto pfipadé velikost F;,, = umg cos f a mifi smérem nahoru. MiZeme tedy opét napsat
druhy Newton(v zdkon pro predmét M a pro zavazi m.
—Mg sina —uMgcosa+T =0
—Mmaxd SiNB +umpy.ggcosf+T =0
a stejnym zpUlsobem jako v pfechozim pfipadé vypocitdme hledanou hmotnost .
sina + pucosa

sinff —ucospf
Zavazi tedy udrzi predmét o hmotnosti M na naklonéné roviné pokud jeho hmotnost m bude spliovat
podminku

mmax -

sina—ucosa < < sina+ucosa
sinf+ucosB ~ '~ sinB-ucospf



Uloha 3

Pro let na Saturn je mozné vyuzit gravitacni plsobeni Slunce. Raketa poleti tak aby urazila polovinu
elipsy se Sluncem v jednom ohnisku. Jak dlouho bude let ze Zemé na Saturn trvat? Stfedni vzddlenost
Zemé od Slunce je 1 AU = 149 597 870 700 m, pro Saturn je to 9.537 AU. Musime samoziejmé vyletét
v takovy okamzik, aby aZ dorazime na obéZnou drahu Saturnu, tak v daném misté Saturn byl. Jaké
rychlosti musi dosdhnout raketa po odstartovani ze Zemé? Pomuicka (kromé Keplerovych zakona):
obsah elipsy je mab.
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Reseni

Pro vypocet doby, kterou bude let na Saturn trvat, pouZijeme 3. Kepler(v zdkon. Raketa vypusténa
podle obrazku je jen dalsi predmét, ktery obiha okolo Slunce a pro jeji obéznou periodu (vyjadfenou
v letech) musi tedy platit T, = af/z, kde a, je hlavni poloosa elipsy, po které raketa obiha, vyjadiend

v AU. Velikost hlavni poloosy rakety je a, = TZ;TS , kde 7, je vzdalenost rakety od Slunce v perihéliu,

(coz odpovida vzdalenosti Zemé od Slunce) a 7 je jeji vzdalenost od Slunce v aféliu (coZ je vzdalenost
Saturnu od Slunce). Po dosazeni r;=1 AU a rg=9.537 AU dostaneme a, = 5.269 AU. Perioda obéhu

rakety okolo Slunce potom vychazi T, = af/z = 12.09 let. Raketa na Saturn dorazi za polovinu

periody, tj. za dobu % = 6.05 let.

Pro zjisténi rychlosti v, kterou musi raketa dosahnout pfi odstartovani ze Zemé, pouzijeme 2.
Keplerlv zakon. Plosna rychlost w je plocha, kterou opiSe privodic planety (nebo zde rakety) za urdity
¢as. Plosnou rychlost rakety mizeme tedy vyjadfit jako plochu elipsy vydélenou periodou obéhu

b v v oy co gy L 1
rakety w, = T42r  Plognou rychlost rakety u Zemé mlzeme vyjadrit také jako w, = SVT7 - Podle 2.
. . v , , by 1 , . oy
Keplerova zakona je plosna rychlost konstantni a tedy plati o = SV Z této rovnice mUzeme
vypocitat potifebnou rychlost rakety pfi odstartovani ze Zemé
2ma,by
v=— (1)
TTTZ

Pro vypocet rychlosti potfebujeme jesté zjistit velikost vedlejsi poloosy elipsy, po které se pohybuje
raketa. Mezi hlavni a vedlejsi poloosou elipsy plati vztah b? = a? — e?, kde e je excentricita elipsy, po

které se pohybuje raketa e, = % = 4.269 AU. TakZe vedlejsi poloosu obéiné drahy rakety je

2
v s e s gy rs+r Ts—T
mozné vyjadfit vztahem b2 = (%) - (%

geometrickym priimér vzdalenosti od Slunce v perihéliu a v aféliu (to plati obecné pro kazdou elipsu)
b, = Jrsr; = 3.088 AU. Kdy? tedy dosadime do vztahu (1) hodnoty a, = 5.269 AU, b,=3.088 AU a
T, = 12.09 let dostaneme pro rychlost rakety v =8.456 AU/rok = 40.10 km/s.

) = 157,. Vedlejsi poloosa obéiné drahy je tedy



Uloha 4

Na pruZiné o tuhosti £ je pripevnéna kulicka o hmotnosti M. Do této kulicky narazi jina kulicka o
hmotnosti m letici rychlosti o velikosti v podle obrazku a dojde k dokonale pruzné srazce. Pfed
srazkou je pruZina v klidu a neni nataZzena ani stlacenad. Jaka bude Uhlova frekvence a amplituda kmit(
pruZiny po srazce?

Ay k

Reseni
Uhlova frekvence kmitd pruziny je
k
w = E,
tj. nezavisi na rychlosti, kterou nalétavajici kulicka m preda kuli¢ce o hmotnosti M.
Amplituda kmitd, ale bude zaviset na rychlosti, kterou kulicka M ziska.
Nalétavajici kulicka m ma pred srazkou rychlost o velikosti v a po srazice se jeji rychlost zméni na v;.
Kulicka M na pruziné je pred srazkou v klidu a po sraZzce bude mit rychlost V7. (vi a V; jsou x-ové
slozky vektoru rychlosti)
ProtoZe se jedna o dokonale pruznou srazkou, ziskdme rychlosti v; a V; aplikaci zdkona zachovani
hybnosti a energie.
mv =mvy + MV, (zdkon zachovani hybnosti)
%mvz = %mvl2 + %MVl2 , (zékon zachovani energie)
Vyresenim této soustavy rovnic vypocitdme rychlosti v; a V.
Z prvni rovnice vyjadfime rychlost v,
my-Mvy

v =
1 m

a dosadime ji do druhé rovnice (pokratime koeficienty %)
_ 2
mv?=m (MTMVl) + MV?
umocnime zdvorku na druhou
2
mv? = mv? = 2MvV + V2 + MV
a po Upravé dostaneme
2m
V]_ - V.
m+M
Zavaii na pruziné bude vykonavat harmonické kmity a jeho poloha je popsana rovnici
x = Asin(wt + @),

kde w = \/%, A je amplituda kmitd a ¢ je fazovy faktor, které uréime z poc¢atecnich podminek.

V éase t = 0 je kulicka M v pocéatku soustavy soufadnic, x(0) =0, a ma rychlost x(0) = V;. Pro
amplitudu a fazovy faktor dostdvame tedy podminky

x(0) =0 = Asing

x(0) =V; = Aw cosp

Protoze amplituda musi byt nenulovd, vychazi z prvni rovnice, Ze ¢ = 0. Zdruhé rovnice potom
dostavame A = % Po dosazeni za V7 a w dostavame vysledny vyraz pro amplitudu kmitQ pruziny

2m M

m+M k'




