Test 1la

Uloha 1
PFi vybuchu se naloZ roztrhla na 3 stejné velké casti, které se rozletély podle obrazku rychlosti o
stejné velikosti. Urcete thly a, 3.

ReSeni
Zvolime si soustavu souradnic podle obrazku a pouZijeme zdkon zachovani hybnosti. ProtoZe pred
vybuchem jsou vSechny ¢asti naloze v klidu je jejich hybnost nula. Po vybuchu leti vSechy ¢asti (jejich
hmotnost oznaéme m) stejné velkou rychlosti (ozna¢me ji v), ale rlznym smérem. MlZeme tedy
napsat zdkon zachovani hybnosti pro X -ovou a y-slozku takto
0 =-mv+mv cosa +mv cosf

0 =mv sina —mv sinf
MuUzZeme rovnice vydélit mv a po Upravé dostaneme

0=—-1+4 cosa +cosf

0 = sina —sinf

Z druhé rovnice je zfejmé, Ze sin & musi byt stejny jako sin fa tedy f = a.
KdyZz dosadime do prvni rovnice za 8 Uhel «, tak dostaneme 0 = —1 4+ 2cosa a tedy cosa = %
Tedy dhel «a je 60°.
Pozn. Druha rovnice by byla splnéna také pro f = m — a, pak ale nebude mit feSeni prvni rovnice,
kde po dosazenivyjde 1 = cosa + cos(m — a) =cosa — cosa = 0.
TakZe jedina mozZnost je @ = B = 60°.
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Uloha 2

Pfedmét o hmotnosti m jsme nechali klouzat z vysky h po naklonéné roviné svirajici s vodorovnym
smérem Uhel a. Jakou drahu d ujede po vodorovné podloZce, nez se zastavi? Dynamicky koeficient
smykového tfeni mezi vodorovnou podlozkou a danym predmétem je p a stejny koeficient
smykového treni je také mezi naklonénou rovinou a predmétem.
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ResSeni

Nejdrive vypocitame jakou rychlost bude mit predmét v okamziku, kdy sjede z naklonéné roviny. Jak
je vidét z obrazku nize, predmét je stahovan dolli z naklonéné roviny slozkou tihové sily ve sméru
naklonéné roviny. Tato sila ma velikost mgsina. Proti této sile plsobi treci sila o velikosti
umg cos a. Mlzeme tedy napsat druhy Newton(iv zdkon pro slozku sily ve sméru naklonéné roviny
(kladny smér osy X je zvolen podél naklonéné roviny smérem nahoru)

—ma = —mg sina + pmg cos a.

Sledovany predmét tedy sjizdi po naklonéné roviné se zrychlenim o velikostia = (sina — ucosa)g.
(Pozn. Toto plati pouze, pokud je sklon naklonéné roviny (Uhel @) dost velky aby mg sina >
umg cos a a predmét sjizdél, tj. tg a > p. V opaéném pfipadé udrii tfeni pfedmét na misté a viibec
nesjede.)

F,= umgcos a
mg sin «

h

«

F, = umg
ProtoZe se jedna o rovnomérné zrychleny pohyb, bude rychlost pfedmétu v okamziku, kdy sjel
z naklonéné roviny na vodorovnou podlozku
vy = aty = (sina — ucosa) gt, (1)
kde t, je doba, po kterou sjizdi pfedmét po naklonéné roviné. Soucasné plati, Ze draha, kterou
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pfedmét urazi na naklonéné roviné je s =Eat02. Dobu, po kterou predmét sjizdi po naklonéné

RV S e fz Y . , h " .
roving, je tedy mozné vyjadrit jako t; = FS Pro naklonénou rovinu plati s = oo @ Cas ty je tedy

2h
asina

v . 2ha
z naklonéné roviny v, = at, = .

Kdyz se téleso pohybuje po rovinné podloZce, tak je brzdéno tfeci silou o velikosti

to = . Tento ¢as dosadime do rovnice (1) a dostaneme rychlost, kterou ma téleso, kdyz sjede




F; = umg. Pohybuje se tedy rovnomérné zpomalenym pohybem a jeho rychlost télesa se sniZuje
F,

podle vztahu v = vy — ét = vy — ugt.

Pfedmét se zastavi, kdyZ v = 0 a to nastane v okamziku t, = ;—; . Draha, kterou predmét urazi po

vodorovné podloice je tedy d = vyt, —%ygtzz = ﬁ_%u

vd 11
0 ug

uzg?  2ug

Kdyz dosadime za

’Zh oo h . , . .
vy = Sinaa dostavame d = 2 a kdyZz nakonec dosadime za a = (sina —pucosa)g, vyjde

ug sina
. v v T p ¥ . sina—pucosa
nam, Ze predmét ujede po vodorovné podloZce vzdalenost d = u51+
Uloha 3
Vypocditejte potencidl a intenzitu gravitacniho pole koule o poloméru R, jejiz hustota se linearné
zvétsuje od okraje ke stfedu od 0 do pmax-

Reseni

Stfed koule umistime do pocatku soustavy souradnic. ProtoZe se jedna o sféricky symetricky problém
staci vysetfit zavislost potencidlu a intenzity gravitacniho pole podél jedné soufadnicové osy, napf.
osy Z. Rozdélime si vypocet na pripad, (i) kdy se nachazime mimo kouli a (ii) kdy jsme uvnitf koule.

(i) vné koule
VyuZijeme toho, Ze potencidl gravitacniho pole tenké homogenni duté koule o poloméru R a

. . y dm . S L . L .
hmotnosti dm je vné koule —G Tm, tj. stejny jako potencial hmotného bodu o stejného hmotnosti

umisténého ve stfedu koule. Kouli si tedy rozdélime na tenké duté koule o tloustce da a s polomérem
a postupné rostoucim od 0 do R (jako slupky cibule).
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hustota

Vypocitdme potencidl v bodé P, jehoz z-tovd souradnice je z. Prispévek slupky o poloméru a

. .z y . d I
k celkovému potencidlu vbodé P je dp = —GTm, kde dm = p(a)4mwa®da. Hustota p linearné
narlstd z nulové hodnoty na kraji koule k maximalni hodnoté p,,.x ve stfedu koule, viz obrazek.

Zavislost hustoty na a mGzeme vyjadrit takto p(a) = %pmax.
— 3
Hmotnost slupky mdZeme vyjadfit jako dm = %pmaﬁnazda = 4T Pmax (az - %) da.

3
Prispévek k potencialu v bodé P od této slupky je do = — 54TOmax (az — %) da.

z
Celkovy potencial v bodé P ziskdme poscitanim prispévkl vsech slupek

_jd B G47Tpmafo , a o = GATT P may [a® a4R_ GAT Py R3
$=)ae= z J,\* TR)T z |3 4r| " z 12



Pokud oznaéime My, = grcpmaXR3 , miZeme vysledek zapsat jako
_ GMmax
= 4z
M,;,.x j& hmotnost koule o poloméru R, kterd ma vSude hustotu pp, .«
Pozn. Pfi vypoctu potencidlu jsme z jsme brali jako vzdalenost od pocatku (tj. je vidy kladné). Pokud
to ma byt soufadnice a jsou tedy mozné kladné i zdporné hodnoty, je potfeba pouZit absolutni
hodnotu

_ GMmax
4|z|

(p =
(ii) uvniti koule
Nyni pocitame potencial gravitaéniho pole v bodu P, ktery se nachazi uvnitt koule a jeho z -tova
souradnice je z. Opét rozdélime kouli na tenké slupky a hmotnost jedné takové slupky o poloméru aa

a tloustce da je dm = 4Py (az — %) da.

Potencidl ¢ v bodu P si mGZeme rozdélit na pfispévek ¢, od slupek, které jsou pod bodem P (tj. blize
ke stfedu koule) a pfispévek ¢, od slupek, které jsou nad bodem P (tj. dale od stfedu koule),

@ = @1t Q3.

o . GATPmax (2 2 @a G4Tpmax [a®  a*1? z2  Z3
Pris evek e —  —___max (a —_— daz_— - =_G4n- -
p P1)€ 1 2 fo R Z 3 4Rl Pmax\3 ~ 3g)’

v ey . GM, 3z3
coz mlZeme napsat jako ¢, = —%(z2 - E)'

Pro vypocet pfispévku ¢, vyuZijeme toho, Ze potencidl je vSude uvnitf homogenni duté koule o
. y , Gd
hmotnosti dm poloméru a konstantni a to —Tm.
I . y L . Gd
Ptispévek slupky o hmotnosti dm a poloméru a k potencidlu v bodu P je tedy dgp, = —Tm

g 2
Dosadime za dm = 4mp, 5 (a2 — %) da a dostaneme d@, = —G4TPnax (a — %) da.
Celkovy pfispévek k potencidlu ¢, dostaneme integraci
R a? a? a3 R
P2 = J do, = _G4ﬂpmaxL <a - ﬁ) da = —G4TPmax [7 3R .
Po dosazeni mezi

R®* R® z* 73 R? z? 73
¢z = —GATTPmax (7———7"‘@) = —GATTPmax <z—7 +§>

a to jde napsat jako

GMy . (R? 322 Zz3
2 2 R



Vysledny potencial uvnitf koule je
G M ax <Z 3z3 R? 3z Z3> _ GMpy <R2 z? Z3>

Q= Q1@ =~ 03 -3

ProtoZe jsme brali z jako vzdalenost od stfedu koule, tj. z je vidy kladné, musime pro zaporné
hodnoty soufadnice z otocit znaménko u ¢lenu z3. Vysledek je tedy

GM R? z? 73
<P=——max<———+—> proz=>0

To jde napsat souhrnné jako

Pribéh potencialu gravitacniho pole je vykreslen na nasledujicim obrazku
0.0

P(z)
|

Intenzita gravitacniho pole koule v ose z bude mit tvar K= (0,0, K,), kde z-tova slozka intenzity je

K 09
Z7 9z
Vné koule dostaneme
a GMmax GMmax
= ——| - = — >
K 662 ( 4z a2 PIOZ= 0
- _ Y GMmax) _ GMmax
K = 62( 4z ) az? proz <0
Tedy souhrnné to mizZzeme napsat jako
_ GMmaxE
z 4z2 gz

Uvnitr koule mame

3 [ GMpax (R2 2% | 23 GM 3z°
K,= -2 _ﬂ(___+_) :—ﬂ(z——)prozzo
oz RZ \2 2 ' 4R R3 4R

5] GMpax (RZ z2 23) . GMmax( 322)
Ky 6z< R3 2 2 4R/ R3 Z+4R proz <0




Priibéh slozky K, intenzity gravitacniho pole je vykreslen na nasledujicim obrazku
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Uloha 4
Pfedmét o hmotnosti m pustime po draze podle obrazku z mista ve vysce h. Za jak dlouho se predmét
vrati zpatky do mista odkud jsme ho pustili, kdyZ po draze klouZe zcela bez tfeni?

m

h

ReSeni

Doba, za kterou predmét sjede doll je stejna jako doba, ze kterou vyjede nahoru. Staci tedy spocitat
Cas, za ktery predmét sjede doll zbodu A do bodu O a tento ¢as vynasobit ctyfmi. Jak je vidét
z obrazku, tak predmét je stahovan doll slozkou tihové sily rovnobéznou s povrchem naklonéné
roviny. Tato slozka tihové sily ma velikost mg sina. Zvolime osu X v roviné naklonéné roviny a jeji
kladny smér mifici nahoru a mlzZeme napsat druhy Newtonlv zdkon pro sjizdéjici predmét

—ma = —mg sina. Pfedmét tedy bude sjizdét dold se zrychlenim o velikosti a = g sina. Pokud ma

. - , . . h 1 "y .
sjet dolli az do bodu O, tak musi urazit drdhu s == 3¢ t2. Ztoho vypocitdme ¢&as jako

2h , , . (oL ’Zh 1 . .
t= —. Dosadime za zrychleni a = gsina a dostdvame t = |———. Hledana doba je

asina g sina

2h 4



Ulohu je mozné stejné dobfe vyfesit pomoci celkové energie. V kaidém ¢&ase je celkova energie
pfedmétu E =Ey + E, = %ma’cz + mgh(x), kde vyska télesa nad zemi h(x) souvisi s jeho x-ovou
soufadnici jako s h(x) = x sina (x-ova osa je v roviné naklonéné roviny). Celkova energie pfedmétu
je tedy pfi sjizdéni po naklonéné roviné E = %ma‘cz + mgx sina. Zderivujeme tuto rovnici podle ¢asu
a dostavame %=%m23‘c5&+mg3‘c sina. ProtoZe celova energie zlistdva konstantni je %= 0,
muzeme pokrdtit m a X a dostaneme X + g sina = 0. Tedy X-ova slozka zrychleni predmétu je

X = —g sina. KdyZ tuto rovnici dvakrat zintegrujeme podle ¢asu a pouZijeme pocéateéni podminky
x(0) =0ax(0) = ﬁ dostaneme x(t) = —%g sina t? + ﬁ KdyZz pfedmét sjede do pocatku (do

bodu O, tak je x = 0. Z podminky 0 = —%g sina t? + ﬁ mulzeme tedy vypocditat jak dloho bude
predmét sjizdét dolll jako t = \/%ﬁ Celkovy cas, ze ktery se pfedmét vrati zpaky do vychoziho

bodu, je ¢tyfndsobek, tj. 4t = zh &

g sina’



