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Priklad 1 - Strelba na vlak

Zadani: Na divokém zapadé doslo k prepadeni vlaku indidany. Indian, ktery lezel ve vzdé-
lenosti L = 1 km, vyst¥elil na (stojici) vlak ve sméru kolmém ke kolejim. Vystfelena kulka
vyletéla rychlosti vg = 250 m s~! a zasdhla jeden z vagont vlaku ve vysce h = 4 m nad zemi.
Vypoditejte velikost thlu o < 45°, pod kterym indian na vlak vystfelil. (Uhel a sviraji vektor
pocatecni rychlosti s vodorovnou osou.)

Poznamka: Pocitejte s tthovym zrychlenim o velikosti ¢ = 9.81 m s2, odpor vzduchu zane-
dbejte. Pri vypoctu pouzijte nasledujici identitu.
s 1
COS @ = PR
1+ tga

L

Reseni: Vystielenad kulka kona sikmy vrh, jehoz trajektorie je obecné dand nasledujicimi
rovnicemi.

Dosazenim pocatec¢nich podminek

Vo = Vg COS (¢

Vyo = Vo SIn



dostaneme parametrické rovnice trajektorie letu kulky:.
x(t) = vot cos v,

1
y(t) = vl sina — §gt2

V nezndmém case T' zasahne kulka vlak v bodé daném soutadnicemi z = L, y = h.

z(T) = L =T cosa,

1
y(T) =h =vT sina — §gT2

Z prvni rovnice si vyjadiime cas 1" a dosadime do druhé rovnice.
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Posledni rovnice je kvadratickou rovnici s nezndmou tga, jejiz koreny jsou:

1 gL? glL?
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tga; = 12.659 = ay = 85.5°
tea = 0.083 = g =4.7°

Indian tedy vystrelil pod thlem 4.7° vzhledem k zemi.



Priklad 2 - Curlingové kameny

Zadani: éerveny curlingovy kdmen narazi do stojictho Zlutého kamene rychlosti 1 m s™!.

Po jejich srézce se zluty kimen pohybuje ve sméru, ktery svirda s ptivodnim smérem pohybu
¢erveného kamene thel «;. Jaky je smér pohybu ¢erveného kamene po srézce? Pocitejte
nejprve obecné a poté ¢iselné pro oy = 20°.

Poznédmka: Srazku povazujte za dokonale pruznou. Oba kameny maji stejnou hmotnost, jejich
rozméry a rotaci zanedbavame.

Voy Vs

Reseni: Oznac¢me rychlost ¢erveného kamene pied srazkou jako s, rychlost Zlutého kamene
po srazce jako vy a rychlost ¢erveného kamene po srazce jako ve. Pro pruznou srazku plati
zakony zachovani hybnosti a zakon zachovani mechanické energie. V pripadé hybnosti se
zachovavaji jeji x-ova i y-ova slozka, neboli:

Poz = P1z + P2u
MUy = M1z + MUy

Uy = Uy COS (¥ + Vg COS (g (1)

Poy = D1y + D2y
0 = muyy — muy,

0 = vy sin a; — vy sin ap (2)



V piipadé energii se zachovavaji kinetické energie, neboli:

Eyo = By + B
1 1 1
—mu% = Emvf + émvg

uj = v} + v (3)

Resime tedy soustavu rovnic (1)-(3) s neznamymi vy, ve, as. Z rovnice (2) si mizeme
vyjadrit sinus uhlu as jako:

v
sin g = v—: sin oy . (4)

Rovnici (1) si miiZzeme vhodné upravit, umocnit na druhou a vyuZit zndmé identity sin® oy +
cos’ay = 1.

U2 — V1 COS (X1 = V2 COS (Y9

(uy — vy cos a1)2 = (vq cos a2)2
ujy — 2uav; cos oy + vf cos® ap = v3 (1 — sin® a) (5)
Dosadime rovnici (4):

2
I
ug — 2u9vy cOS iy + vf cos® oy = v% 1-— 2 sin? ay
2
uy — 2uyvy cos ay + v? cos® ag = vy — visin® . (6)

Z rovnice (3) si vyjadifme v3:
vy = us — v (7)

a dosadime do rovnice (6).

uy — 2upv; cos oy + 3 cos® ag = uj — vi — visin® ay
—2u9v1 COS ¥ + vf cos® ay = —vf — vf sin? oy
—2u9v1 CcOS Q] = —vf (1 + sin? o + cos® 041)
Uy COS (1 = V3 (8)

Vysledek dosadime zpét do rovnice (7).

2 _ .2 2 2

Vg = Ug SIN q 9)

Nakonec dosadme vztahy (8) a (9) zpét do rovnice (4) a spo¢itejme thel as.

. U9 COS (X1 .
SN g = ——— Sl
Ug SN 01
sin ag = cos oy (10)
™
o1 + Qg = E (11)
= Qg = 70° (12)



Priklad 3 - Muskova planetka X

Zadani: Elon Musk objevil novou planetku X, pohybujici se v gravita¢nim poli Slunce po
eliptické trajektorii. V periheliu je planetka vzdélena od Slunce préaveé polovinu astronomické
jednotky a pohybuje se rychlosti rovné v/3-nasobku obézné rychlosti Zemé.

V jakém vzdalenosti od Slunce je potencialni energie planetky nejvétsi?

Jaka je celkovd mechanické energie planetky v tomto bodé?

Jaka je obézna doba planetky X7

Poznédmka: Vliv gravitace jinych téles nez Slunce zanedbejte. ObéZznou drahu Zemé povazujte
za dokonalou kruznici o poloméru R =1 AU.

Reseni: Potencialni energie planetky v centralnim gravitaénim poli Slunce je dana jako:

GMSmX
r Y

E =

p (1)
kde G je gravitacni konstanta Mg je hmotnost Slunce a mx je hmotnost planetky. Z rovnice
(1) vidime, Ze potencialni energie roste s rostouci vzdalenosti od Slunce, maximalni tedy bude
v maximalni vzdéalenosti od Slunce, tedy v afeliu. Pii pohybu planetky se zachovava celkova
mechanicki energie, ktera je tedy ve vSech bodech stejna jako v periheliu.



Vzdalenost v periheliu zname ze zadani jako rp = %R. Rychlost v periheliu vp = V3uy
je zadana pomoci obézné rychlosti Zemé vz. Pro kruhovy pohyb plati rovnost dostiedivé
a gravitacni sily.

Fy=F,
vZ  GMgM
Vz = s (2)

R
Celkova mechanické energie (v periheliu) je tedy:
1 2 GM sMmx

E = 5MXVp ~ -
E 1 3GM5 QGMSmX
= —mM —_
2 % R R
GMSmX
E=-—"""= 3
SR (3)

7 celkové mechanické energie muzeme vypocitat vzdalenost v afeliu 7 4. Neznamou rychlost
v afeliu v4 uréime pomoci 2. Keplerova zakona.

1 1
—TpUp = =T AV
9 PUP 9 AUVA
Vg = va—P (4)
rA
3GMs R
va = . (5)

R 2ry
Celkova mechanicka energie (v afeliu) je rovna:

1 GM
E = §mXU124 - Tsmx

A
GMSTTLX 1 3GMS RQ GMSmX
—_—_ = - J—
2R 2% R 4% A

1 3R 1
2R 8% Ta

1, 3R

O—ﬁ?"A—TA—l-?. (6)

Posledni rovnice ma dva kofeny r4:

1 1 3R
ra=—1 | 1E£4/1—-4—=—
2%( 2R8>

rA—R<1j: 1-%)

rA:R<1:|:%>, (7)



z nichZ jeden odpovida afeliu a druhy (pochopitelné) periheliu:

3

TAl =74 = §R (8)
1

Ty =Tp = §R 9)

Délka hlavni poloosy je déna jako polovina souctu vzdalenosti v periheliu a v afeliu, viz
obrazek, je tedy presné rovna 1 astronomické jednotce. Ze 3. Keplerova zakona vyplyvéa, ze
obézna doba planetky X je stejna jako obézné doba Zemé, tedy 1 rok.



Priklad 4 - Gravitacni pole koule s tézkym jadrem

Zadani: Je dana koule o poloméru R o hmotnosti M. Koule sestava z jadra o poloméru éR
a o hmotnosti M, ktera tvori 3—10 hmotnosti koule. Vypocéitejte velikost gravitacniho zrychleni:
(a) vné koule ve vzdalenosti r; = 2R od stfedu koule.

(b) uvnitf koule ve vzdalenosti r, = 1R od stredu koule.

ry=2R

>

Reseni: Oznacéme si popofadé jako M; hmotnost jadra, M, hmotnost plasté, M} hmotnost
,leh¢i plné koule o stejné hustoté jako je hustota plasté a M} hmotnost ,lehkého* jadra
o stejné hustoté jako je hustota plaste.

1
M, = —M 1
1= 35 (1)
My=M—M =2 (2)
2 — 1—30
M. i R3
Mé:QQVZV 2VV=M24 337T4 e
N TR — 3 ()
29 125
,_—._
2730 124 )
3
M, im(£)
My = 0V1 = Vi = M, 225 3
V-n g — 37 ()
29 1
Ml = 2. Ly (4)
30 124

Gravitacéni pole v kterémkoli bodé muzeme zapsat jako soucet pole od jadra, pole od
,leh¢i plné koule a zaporného pole od ,lehkého* jadra. Velikost intenzity gravita¢niho pole
(gravita¢niho zrychleni) homogenni koule o hmotnosti m a poloméru R ve vzdalenosti r od



stfedu koule je déna jako:

. Gm

vie: K(T) = 7

. Gm
uvniti:  K(r) = "

Gravita¢ni zrychleni ve vzdalenosti r, = 2R je potom:

GM, GM, GM!

ag(r) = K(r) = 2 + 2 72
K(m) = %5

Gravita¢ni zrychleni ve vzdalenosti ro = %R je potom:

GM,  GMy  GMj

29 1

29
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GM [/ 1 1 29 125
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(r) = T2 ( 30 72730 124
GM (4 725 29
K(ry) = 2 I 29
(r2) = T3 (30 MRV 930)
K(rg) — GM 5952+ 21750 — 1392
Y7 R 30 x 31 x 48
(ry) — ST GM
271488 R?
M
K(ry) = 0.596’;%2

)

30 124

(9)

(10)

Vidime, ze gravita¢ni pole vné koule s jadrem je stejné jako gravita¢ni pole homogenni koule,
tj. nezavisi na rozlozeni hmoty koule, které je sféricky symetrické vici stfedu koule. Naopak
gravitacéni pole uvnitf koule v tomto pripadé na rozlozeni hmoty zavisi.



