
Fyzika 1: test 1

20. 11. 2023, 14:00, T6

1. Dı́tě na sańıch se rozjede z kopce se sklonem α = 5◦. Po ujet́ı vzdálenosti L1 = 20 m kopec
přecháźı v rovinu, po které saně ujedou ještě vzdálenost L2 = 30 m a zastav́ı se. Jaký je koeficient
smykového třeńı f mezi saněmi a sněhem?

Řešeńı: Ve směru tečném ke kopci p̊usob́ı na saně tečná složka t́ıhové śıly mg sinα a třećı śıla,
úměrná normálové složce t́ıhové śıly a koeficientu třeńı, mgf cosα. Ve druhé části dráhy pouze
třećı śıla mgf .
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Úloha se dá řešit dvěma zp̊usoby, bud’ ze zachováńı energie nebo z pohybových rovnic. Prvńı
metoda je založená na tom, že celková mechanická energie se zachovává, až na práci vykonanou
třećı silou. Na začátku i na konci j́ızdy saně stoj́ı, mechanická energie je tedy rovna potenciálńı.
Zvoĺıme-li nulovou hladinu potenciálńı energie EP,2 = 0, potom EP,0 = mgL1 sinα a třećı śıla muśı
disipovat celou tuto energii. Práce vykonaná třećı silou je rovna W = FS,1L1 + FS,2L2. Tedy,

EP,0 = EP,2 +W, (1)

mgL1 sinα = L1mgf cosα+ L2mgf, (2)

f =
L1 sinα

L1 cosα+ L2
, (3)

což je řešeńı úlohy.
Druhá metoda zač́ıná zformulováńım pohybových rovnic pomoćı Newtonova zákona:

ma1(t) = F1(t) = mg sinα−mgf cosα (4)

ma2(t) = F2(t) = −mgf. (5)

Obě rovnice popisuj́ı rovnoměrně zrychlený př́ımočarý pohyb. Řešeńım rovnice (4) źıskáme

v(t) = v(0) + gt(sinα− f cosα) = gt(sinα− f cosα) pro t < T1, (6)

L1 =
1

2
g(sinα− f cosα)T 2

1 , (7)

kde jsme si označili T1 čas potřebný k uražeńı vzdálenosti L1. Ze soustavy vyjádř́ıme

v2(T1) = 2L1g(sinα− f cosα). (8)

Řešeńım rovnice (5) źıskáme

v(t) = v(T1)− (t− T1)gf pro T1 < t < T2 (9)

L2 = v(T1)T2 −
1

2
gfT 2

2 , (10)

kde T2 je čas potřebný k uražeńı vzdálenosti L2. Na konci dráhy se saně zastav́ı, tedy

0 = v(T1 + T2) = v(T1)− gfT2 (11)

L2 =
v2(T1)

gf
− v2(T1)

gf
(12)

Dosazeńım rovnice (8) dostaneme

f =
L1 sinα

L2 + L1 cosα
= 0.035. (13)
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2. Vojenská lod’ pluje rychlost́ı vL = 15 m/s rovnoběžně
s pobřež́ım. Na pobřež́ı, právě kolmo od lodi ve vzdálenosti d =
5 km je terč. Pod jakými úhly θ mezi směrem výstřelu a vodorov-
nou rovinou a ϕ mezi rovinou výstřelu a spojnićı s pobřež́ım muśı
lod’ vystřelit, jestliže úst’ová rychost jej́ıho děla je vU = 500 m/s?
O kolik by minula, pokud by stř́ılela po kolmici k pobřež́ı (ϕ = 0)?
Zanedbejte odpor vzduchu a efekty rotace Země.

Řešeńı: Složky rychlosti střely v soustavě spojené s lod́ı si
označ́ıme vx′ , vy′ , vz′ , jak je naznačeno na obrázku, a v soustavě
spojené se zemı́ vx, vy, vz. Obě soustavy budou mı́t počátek v po-
loze děla v okamžiku výstřelu t = 0. V tomto okamžiku bude

vz(0) = vz′(0) = vU sin θ, (14)

vy(0) = vy′(0) = vU cos θ cosϕ, (15)

vx(0) = vx′(0) + vL = −vU cos θ sinϕ+ vL. (16)

Zanedbáváme odpor vzduchu, takže na střelu p̊usob́ı pouze t́ıhová śıla F = (0, 0,−mg). Z Newto-
nova zákona dostaneme

az(t) = −g vz(t) = vz(0)− gt z(t) = z(0) + vz(0)t−
1

2
gt2 = vUt sin θ −

1

2
gt2 (17)

ay(t) = 0 vy(t) = vy(0) y(t) = y(0) + vy(0)t = vUt cos θ cosϕ (18)

ax(t) = 0 vx(t) = vx(0) x(t) = x(0) + vx(0)t = −vUt cos θ sinϕ+ vLt (19)

V okamžiku dopadu v čase T bude (x, y, z) = (0, d, 0). Z rovnic (18) a (19) vyjádř́ıme

T =
d

vU cos θ cosϕ
, sinϕ =

vL
vU cos θ

. (20)

Dosazeńım za t = T a z(T ) = 0 do rovnice (17) dostaneme

sin θ cos θ cosϕ =
gd

2v2U
. (21)

Rovnici umocńıme na druhou, využijeme vzorec sin2 α+ cos2 α = 1 a dosad́ıme za sinϕ,

(1− cos2 θ) cos2 θ(1− sin2 ϕ) =
g2d2

2v4U
, (22)

(cos2 θ − cos4 θ)

(
1− v2L

v2U cos2 θ

)
=

g2d2

4v4U
, (23)

0 = cos4 θ −
(
1 +

v2L
v2U

)
cos2 θ +

v2L
v2U

+
g2d2

4v4U
. (24)

Vyřeš́ıme kvadratickou rovnici a dostaneme

cos2 θ1,2 =
v2U + v2L
2v2U

± 1

2

√(
v2U + v2L

)2
v4U

− 4
v2L
v2U

− g2d2

v4U
(25)

=
v2U + v2L
2v2U

± 1

2v2U

√(
v2U − v2L

)2 − g2d2 = 0.5005± 0.4898, (26)

Máme dvě řešeńı, úhel θ1 je malý, θ2 bĺızký 90◦. Rozumný dělostřelec si vybere řešeńı cos θ1 =
0.9951, θ1 = 5.7◦. Dosazeńım do (20) dostaneme

sinϕ =
15

500 · 0.9951
= 0.030, ϕ = 1.7◦. (27)

Odchylka při zanedbáńı rychlosti lodi je vzdálenost, kterou uraźı lod’ za dobu letu střely,

δ = vLT =
15 ms−1 · 5000 m

500 ms−1 · 0.9951 · 0.9995
= 151 m. (28)
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3. Jádro vod́ıku 1H se pohybovalo rovnoběžně s osou x rychlost́ı v0 ≪ c a srazilo se s jádrem
helia 4He, jehož rychlost můžeme oproti v0 zanedbat. Po srážce jsme detekovali obě vylétaj́ıćı
jádra. Jedno opustilo mı́sto srážky pod úhlem α = 135◦ a druhé pod úhlem β = −17◦ v̊uči ose
x. Určete, které jádro mohlo letět pod kterým úhlem a zda šlo o pružnou nebo nepružnou srážku
v rámci chyby měřeńı úhlu β = 0.5◦. Zanedbejte rozd́ıl ve hmotnosti protonu a neutronu, tj.
mHe = 4mH = 4m.

Řešeńı: Můžeme odhadnout, že jádro vod́ıku se odrazilo zpátky pod úhlem α, druhá možná
konfigurace odporuje intuici. Přesto si rychlosti jader po srážce označ́ıme obecně v, w a jejich
hmotnosti mv,mw a uvid́ıme, co k tomu ř́ıkaj́ı zákony zachováńı.

Zachováńı hybnosti ve směru x : mv0 = mvv cosα+mww cosβ, (29)

zachováńı hybnosti ve směru y : 0 = mvv sinα+mww sinβ, (30)

zachováńı energie :
1

2
mv20 =

1

2
mvv

2 +
1

2
mww

2 + Emiss. (31)

Z prvńıch dvou rovnic vyjádř́ıme

v =
1

cosα− sinα cotβ

mv0
mv

= 0.6228
mv0
mv

, w =
1

cosβ − sinβ cotα

mv0
mw

= 1.506
mv0
mw

. (32)

Dosazeńım do zbývaj́ıćı rovnice a jej́ı úpravou ostaneme

1

2
mv20 = 0.62282

m2v20
2mv

+ 1.5062
m2v20
2mw

+ Emiss, (33)

Emiss

E0
= 1− 0.62282

m

mv
− 1.5062

m

mw
. (34)

V př́ıpadě, že by parametry v, α patřily jádru helia a w, β vod́ıku, dostali bychom Emiss = −1.4E0,
soustava by tedy při srážce musela dostat nějakou energii nav́ıc, mı́sto aby ji ztratila, jinak by
nebyly splněny zákony zachováńı.

Pokud by to bylo napak, jak jsme odhadli, dostaneme Emiss = 0.045E0. Nějaká malá energie
tedy chyb́ı. Dosazeńım β = 17.5◦ zjist́ıme, zda je významná v rámci přesnosti měřeńı.

E′
miss

E0
= 1− 0.65122

m

m
− 1.53142

m

4m
= −0.01. (35)

V rámci přesnosti měřeńı a výpočtu tedy srážka byla pružná.
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4. Nově objevená planetka prošla periheliem ve vzdálenosti rp = 0.4 AU od Slunce a přitom byla
naměřena jej́ı rychlost vp = 2vZ, kde vZ je rychlost Země. Vyjádřete vztah pro rozd́ıl potenciálńı
energie planetky v periheliu a afeliu. Určete jej́ı vzdálenost od Slunce v afeliu a oběžnou dobu τ
(v AU a letech). Oběžnou dráhu Země považujte za dokonalou kružnici o poloměru 1 AU a oběžné
době 1 rok.

Řešeńı: 1. Kepler̊uv zákon ř́ıká, že planetka se pohybuje po elipse se Sluncem v ohnisku. Po-
tenciálńı energie planetky (polož́ıme-li nulovou hladinu potenciálńı energie do nekonečné vzdálenosti
od Slunce) je podle gravitačńıho zákona

EP(r) = φ(r)m = −κMm

r
, (36)

kde κ je gravitačńı konstanta, M a m hmotnosti Slunce a planetky, a r jej́ı vzdálenost od Slunce.
To plat́ı v jakémkoliv bodě jej́ı dráhy, rozd́ıl mezi afeliem a periheliem bude

EP(ra)− EP(rp) = κMm

(
− 1

ra
+

1

rp

)
= κMm

ra − rp
rarp

, (37)

Celková mechanická energie je

E = −κMm

r
+

1

2
m[v(r)]2, (38)

kde v(r) je rychlost planetky, která záviśı na jej́ı aktuálńı vzdálenosti od Slunce, protože celková
mechanická energie se v gravitačńım poli zachovává. Energie je tedy stejná v periheliu i v afeliu a
plat́ı,

−κM

rp
+

1

2
v2p = −κM

ra
+

1

2
v2a , (39)

Ze 2. Keplerova zákona v́ıme, že plošná rychlost je konstantńı, speciálně pro perihelium a afelium
plat́ı

1

2
rpvp =

1

2
rava ⇒ va =

rp
ra

vp. (40)

Dosazeńım do rovnice (39) a jej́ı úpravou dostaneme

−κM

rp
+

1

2
v2p = −κM

ra
+

1

2

r2p
r2a

v2p, (41)

v2p
2

r2a − r2p
r2a

= κM
ra − rp
rarp

, (42)

v2p
2

ra + rp
ra

= κM
1

rp
. (43)

Posledńı úpravu (násobeńı ra/(ra−rp)) jsme mohli bez obav provést, protože ra > rp > 0. Nakonec
dostáváme

ra =
v2pr

2
p

2κM − v2prp
=

rp

2 κM
v2
prp

− 1
. (44)

Můžeme př́ımo dosadit, nebo př́ıpadně uvážit, že tento vztah plat́ı i pro Zemi s kruhovou dráhou
o poloměru R a konstantńı rychlost́ı vZ, takže

R =
v2ZR

2

2κM − v2ZR
⇒ κM = v2ZR. (45)

Dosazeńım obdrž́ıme

ra =
4v2Z · 0.42R2

2v2ZR− 4v2Z · 0.4R
=

2 · 0.16R
1− 0.8

= 1.6 AU. (46)

Oběžnou dobu urč́ıme ze 3. Keplerova zákona, který udává vztah mezi oběžnými dobami a
hlavńımi poloosami dvou ob́ıhaj́ıćıch těles, z nichž za jedno můžeme zvolit Zemi s T = 1 rok,

T 2

R3
=

τ2

a3
. (47)

Nejprve dopoč́ıtáme poloosu oběžné dráhy planetky

a =
rp + ra

2
=

0.4 + 1.6

2
R = R = 1 AU. (48)

Je zřejmé, že oběžná doba bude tedy stejná, jako u Země, tedy τ = 1 rok.
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